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0.1 Apresentacao do livro

Este livro foi escrito para ser utilizado nos cursos de Educagao a distancia oferecidos
pela UFMG para a licenciatura Matematica.

Tendo em vista que este livro é destinado a cursos a distancia, o texto possui carac-
teristicas especificas para assim ser utilizado.

Este livro introduz os conceitos de curvas de niveis, de limite, de continuidade, de
derivadas parciais, de derivadas direcionais, de plano tangente a uma superficie, de
diferenciabilidade de fung¢des de duas varidveis, bem como aplicagdes das derivadas
ao problema de méximo e minimo de fung¢des de duas variaveis.

Embora o foco deste livro tenha sido em fung¢des de duas varidveis, no Apéndice
consideramos fungdes de trés varidveis, o que pode ser visto como um material su-
plementar, a titulo de complementagdo do material apresentado. Nele também vemos
derivacdo implicita e multiplicadores de Lagrange.

No Capitulo 1 fazemos uma revisdo de retas, planos, cilindros e superficies quadri-
cas, os quais foram estudados nos cursos de Geometria Analitica e Algebra Linear I e
I1. Portanto, o aluno que sentir que ndo tem necessidade de tal revisao, pode ir direto
para o Capitulo 2, onde definimos uma fungao de duas variaveis (dominio, imagem e
gréfico), bem como o conceito de curvas de niveis. Portanto, o material correspondente
aos dois primeiros capitulos deverd ser visto na primeira aula.

No Capitulo 3 introduzimos os conceitos de limite e de continuidade para fung¢oes
de duas varidveis e vemos as implica¢des da continuidade de uma fungdo. O material
deste capitulo deverd ser visto na segunda aula.

No Capitulo 4 introduzimos o conceito de derivadas parciais para fungdes de duas
variaveis, damos a interpretacdo geométrica para as mesmas e vemos as suas pro-
priedades. Este capitulo deverd ser visto na terceira aula.

No Capitulo 5, introduzimos os conceitos de diferenciabilidade para fung¢des de
duas variaveis e de plano tangente a uma superficie que é o grafico de uma funcao
diferenciavel de duas varidveis. Enfatizamos o fato que o plano tangente nos permite
aproximé-la locamente por algo que é linear. Também introduzimos o conceito de
diferencial de uma func¢do de duas varidveis e a sua aplicacdo nas aproximagoes en-
volvendo o célculo de varia¢des de fun¢des de duas variadveis. Este capitulo devera ser
visto na quarta aula.

No Capitulo 6 introduzimos a Regra da Cadeia para fungdes de duas variaveis e
generalizamos o conceito de derivadas parciais, introduzindo a derivada direcional.
Também damos o significado geométrico do gradiente de uma fungdo de duas variaveis
e vemos a sua relacdo com as suas curvas de niveis. Este capitulo deverd ser visto na
quinta aula.

No Capitulo 7, introduzimos os conceitos de maximos e minimos locais e globais
de uma fungdo de duas varidveis, bem como o conceito de pontos criticos. Usamos
as derivadas parciais para encontrar os pontos criticos de uma fungdo diferenciavel
de duas varidveis, bem como a caracterizacdo dos mesmos. Descrevemos o procedi-
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mento para encontrar os valores maximos e minimos globais de uma fungdo continua
definida num conjunto compacto. Finalmente, vemos aplica¢des envolvendo méximos
e minimos para fung¢des de duas varidveis. Tendo a importancia deste capitulo, ele sera
visto na sexta e na sétima aulas.



Capitulo 1

Revisao: retas, planos, superficies
cilindricas e superficies quadricas

Neste capitulo faremos uma revisdo de retas, planos, cilindros e superficies quadri-
cas, vistos nos cursos de Geometria Analitica e Algebra Linear I e I1, veja [1]. O aluno
que julgar desnecessdrio tal revisdo poderd ir diretamente para o préximo capitulo.

1.1 Equacdes da reta

Dado um ponto P, (x,, Yo, Z,) € um vetor nao nulo V= (a,b,c), areta que passa pelo
—

— g —
ponto P, e é paralela a V é o conjunto de pontos P(x,y,z), tais que OP = OP, +tV,
onde t é um parametro real. Isto nos leva as seguintes equac¢des paramétricas da reta:

X=xo+at, y=y,+bt e z=z,+ct. (1.1)

Se quisermos as equagdes paramétricas da reta que passa por dois pontos distintos

Py(x0,Y0,20) € P1(x1,y1,21), basta tomarmos V= P,Py = (X1 — X0, Y1 — Yo, 21 — Zo) Na
equagao em (1.2).

Exercicio 1.1. Encontre as equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos (0,0,1) e
(1,-1,2).

Exercicio 1.2. Dados dois pontos distintos Py(X,,Yo,20) € P1(x1,Y1,21), verifique que as
equagoes

x=x(1—t)+x1t, y=y(1—ty+yt e z=2z,(1—1t)+zt, (1.2)

onde 0 < t <1, descrevem os pontos do segmento de reta indo de P, a P;.
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1.2 Equacgdes do plano

A seguir obteremos a equagdo do plano que passa pelo ponto P(xo,Yo,20) € tem
N = (a,b,c) # 0 como vetor normal.

zy

Figura 1.1: O plano que passa por Py(X,, Yo, %) € tem N como vetor normal.

—_—
Se P(x,y,z) for um ponto qualquer do plano, entdo os vetores P,P e N sdo ortogo-
nais, portanto, o produto escalar deles deve ser zero, ou seja,

PTP-N = (X —Xo,¥ —Yo0,2 — 20) - (a,b,c) = ax + by + cz — (ax, + by, + cz,) =0,
0 que nos leva a seguinte equacgao para o plano
ax+by+cz=d, onde d=ax,+by,+ cz,. (1.3)

Também podemos determinar a equagdo do plano que passa por trés pontos ndo
alinhados Py (X0, Yo,20), P1(x1,y1,21) € P2(x2,Y2,22). Basta observarmos que o vetor

_ _— —
N = P0P1 X POPZ

é perpendicular ao plano, entdo a partir dele e de um dos pontos dados, digamos P,
usamos (1.3) e obtemos a equagao do plano. Ou seja, a equacdo do plano é dada pelo
produto misto

o X=X Y—Yo Z—2
P,P- (PP X PyPy) =det | x1—xo y1—Yo 21—20 | =0.
X2 —Xo Y2 —VYo Z2— 2
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Exercicio 1.3. Encontre a equagdo do plano que passa por (1,1, 1) e tem como vetor normal o
vetor N = (1,2,3).

Exercicio 1.4. Encontre a equagio do plano que passa pelos pontos (0,0,0), (1,1,0) e (1,1,1).

1.3 Cilindros

Definicao 1.1. Um cilindro é uma superficie constituida de todas as retas (chamadas de gera-
trizes) que sio paralelas a uma reta dada e que passam por uma curva plana C.

Se uma das varidveis x, y ou z estiver faltando na equagdo da superficie, ela serd
um cilindro. Neste caso, as geratrizes serdo retas paralelas ao eixo correspondente a
varidvel que esta faltando.

Exemplo 1.1. Esboce a superficie z = x>.

Solucao. Como na equagdo da superficie falta a varidvel y, ela é um cilindro e as gera-
trizes serdo retas paralelas ao eixo dos y. A curva C é a curva z = x2, no plano xz. Com

isso temos o cilindro mostrado na Figura 1.2. Como a curva que da origem a ele é uma
parabola, ele é chamado de cilindro parabélico. O

Figura 1.2: O gréfico de z = x2.



Revisdo: retas, planos, superficies cilindricas e superficies quddricas 4

1.4 Superficies quadricas

Definicao 1.2. Uma superficie quddrica é uma superficie dada por uma equagdo de sequndo
grau nas trés varidveis x, y e z. A sua forma mais geral é

Ax* +by* +Cz> + Dxy + Eyz+ Fxz+ Gx + Hy + Iz + ] =0,

onde A, B, ..., ] sdo constantes. Por meio de rotagdo e translagdo de eixos, esta equagio pode
ser colocada nas formas formas

AP+ By +C2+]=0 ou Ax*+by*+1z=0.

No esboco de superficies em geral é 1itil sabermos se elas tém algum tipo de sime-
tria. Por exemplo, se a equacado da superficie for invariante a troca de z por —z, isto sig-
nifica que se (x, y, z) pertencer a superficie 0 mesmo acontecerd com o ponto (x, y, —z),
como estes dois pontos estdo relacionados por reflexdo através do plano z = 0, entdo
a superficie também terd esta simetria; ou seja, a parte da superficie que estd abaixo
do plano z = 0, é obtida refletindo-se em z = 0 a parte da superficie que est4d acima
deste (e vice-versa). As mesmas consideracdes se aplicam ao caso em que a equagdo
seja invariante em relacdo a troca de x por —x ou a troca de y por —y. No caso das
superficies quadricas, tais simetrias sdo faceis de serem verificadas; por exemplo, se na
equagdo da quadrica a dependéncia numa das varidveis x, y ou z, for com o quadrado
da mesma, entdo ela serd invariante a troca desta varidvel por menos ela.

No esbogo de superficies é util considerarmos a intersecdo das mesmas com o0s
planos paralelos aos planos coordenados. Tais curvas sdo chamadas de tragos (ou
seccOes transversais) da superficie.

A seguir veremos como usar as secgdes transversais nos esbogos das superficies
qudadricas. Sem perda de generalidade, assumiremos valores particulares para os coe-
ficientes que aparecem nas equagdes das mesmas. Como as secgdes transversais das su-
perficies quadricas serdo elipses, parabolas ou hiperbdles, recomendamos que o aluno
faca uma revisao destas curvas.

Exemplo 1.2. (Elipsdide) Esboce a superficie dada pela equagio

a partir das suas secgles transversais.

Solugao. A equacdo acima é invariante as trocas de x por —x, y por —y e de z por —z.
Logo, a superficie é simétrica em relagdo aos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectiva-
mente.
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Se fizermos z = z,, teremos

2 2

X 2

—+=—=1-2z.

4 + 9 0
Como o lado esquerdo da equagdo acima é ndo negativo, devemos ter |z,| < 1. Para
z, = 1, a equagdo acima reduz-se ao ponto (0,0), portanto as secgdes correspon-
dentes a z, = 1 e z, = —1 degeneram-se aos pontos (0,0,1) e (0,0, —1), respectiva-
mente. Para |z,| < 1, a secgdo transversal é a elipse

x2 yZ _
(24/1 = 22)2 * (3y/1—22)2

cujos semi-eixos sdo 24/1 — z2 e 34/1 — z2, portanto, seus valores maximos séo 2 e 3,
correspondendo a z, = 0.

De maneira anéloga, se fizermos x = x, e y = Yy, deveremos ter |x,| < 1le |y,| < 3,
respectivamente. Teremos elipses se |x,| < 2 e |y,| < 3. Se x, = 2 ou x, = —2, as
secgdes degeneram-se aos pontos (2,0,0) e (—2,0,0), respectivamente. Se y, = 3 ou
Yo = —3, as sec¢des degeneram-se aos pontos (0,3,0) e (0, —3,0), respectivamente.

A partir das secgOes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
Figura 1.3. [

I,

2
Figura 1.3: A superficie dada por %2 +4L+22=1

~ . . 7z - 2 2 2 2
A equagdo mais geral de um elipséide é dada por 25 + Z—z + % = 1. As constantes 4,
b e c sdo chamadas de semi-eixos do elipséide. Se a = b = c o elipsdide degenera-se a
uma superficie esférica.
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Exemplo 1.3. (Parabolédide eliptico) Esboce a superficie dada pela equagio
z=2x2+1?,
a partir das suas secgdes transversais.

Solugdo. Note que a equagdo acima é invariante a troca de x por —x e de y por —y,
logo o seu grafico sera simétrico em relacdo aos planos x = 0 e y = 0, respectivamente.
A secgdo transversal da superficie com o plano z = z, é

2x% + yz = z,,

como o lado esquerdo da equagdo acima é ndo negarivo, devemos tomar z, > 0. Para
zo = 0, a sec¢do se degenera ao ponto (0,0,0) e para os demais valores de z,, temos as

elipses
2 2

X + ¥ _
( 20/2)2 (\/%)2 N

Se fizermos x = x, ou y = y,, as secgdes transversais serdo as parabolas

z=y* +2x2,
e
z=2x> 2.
A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
Figura 1.4. O

Figura 1.4: A superficie dada por z = 2x2 + 2.

A equacdo mais geral de um paraboldide eliptico tendo z como eixo de simetria

2
é dada por 2 = Z—i + g—z. Nesta expressdo podemos trocar o z pelo x ou o z pelo y e
teremos paraboléides elipticos também, por exemplo, x = 2x? + 3z ou y = x? + z2.
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Exemplo 1.4. (Paraboléide de hiperbdlico) Esboce a superficie dada pela equagio
z=x" -y,
a partir das suas secgdes transversais.

Solucao. Note que a equagdo acima é invariante a troca de x por —x e de y por —y,
logo a superficie serd simétrica em relagdo aos planos x = 0 e y = 0, respectivamente.
As secgOes da superficie com o plano z = z, é

Xz—yz :Zo.

Portanto, se zo = 0, temos as retas y = x e y = —x. Para valores de z, > 0, temos as
hipérboles
2 yz _,
VZo  /Zo !
e para z, < 0, temos as hipérboles
2 2
Yo X 4
V Zo Vv Zo
As assintotas da hipérboles sdo as retas y = x e y = —x. Os eixos de simetrias das

hipérboles serdo o eixo dos x, se z, > 0 e o eixo dos y, se z, < 0. Os vértices das
hipérboles se afastam da origem a medida em que |z,| aumenta.
Se fizermos x = x,, temos a pardbola

2=y’ +1x;,

cujo vértice se encontra sobre o semi-eixo z positivo e se afasta da origem a medida em
que |x,| aumenta.
De maneira andloga, se fizermos y = y,, temos a parabola

2 2
Z=X" —Yo

cujo vértice se encontra sobre o semi-eixo z negativo e se afasta da origem a medida
em que |y, | aumenta.

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
Figura 1.5, a qual tem a forma de uma sela. O
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Figura 1.5: A superficie dada pela equagéo z = x? — y2.

A equagdo mais geral de um paraboléide hiperbélico como o descrito acima é dada

2
por § = 5 — Z>. Também podemos trocar z por x ou z por y nesta expressao que

C
ainda teremos um paraboléide hiperbélico. Por exemplo, podemos ter x = y> — z2 ou
— 2 2
y=z-y-
Exemplo 1.5. (Hiperboléide de uma folha) Esboce a superficie dada pela equagdo
2 2
x > Z
ol — =,
1YV
a partir das suas secgles transversais.
Solucdo. A equagdo acima é invariante a troca de x por —x, de y por —y e de z por —z,
logo a superficie é simétrica em relagdo aos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectiva-
mente.
Se fizermos z = z,, teremos as elipses

2 2

X
(/44 22)2 \/4—1—22/2

Se fizermos x = x,, teremos

yz—izl—x—g.
4 4

Portanto, se x, = +2, teremos as retas z = 2y e z — 2y. Se |x,| < 2, teremos a hipérbole

yZ 2

(VA—x2/2)2 (V4 2)?

=1



Revisdo: retas, planos, superficies cilindricas e superficies quddricas

e se |z,| > 2, teremos a hipérbole

22 2

_ Y _
VEa (A

De maneira andloga, se fizermos y = y,, teremos

S 12
& s
portanto se |y,| = 1, teremos as retas z = x e z = —x. Se |y,| < 1, teremos a hipérbole
2 2

X z
_ =1,
2v1-y3)? (2y1-y3)?
e se |Yo| > 1, teremos a hipérbole

2 2

Z X
NN e

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
U

Figura 1.6.

—

o
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e
e

=

=

SO

5
%

a3

Nt

N

|
-y
"

£,

=

;‘L—;‘j
Y

k2
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i,
o]

AN

72

Figura 1.6: A superficie dada pela equacdo xzz +yP - =1

A equacdo mais geral de um hiperboléide de uma folha como o descrito acima é
2
dada por Z—i + 54— Z — 1. Também podemos trocar z por x ou z por y nesta expressao
que ainda teremos um hiperboléide de uma folha.
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Exemplo 1.6. (Hiperboléide de duas folhas) Esboce a superficie dada pela equagdo

2

2 Y 2
_2_ L -1
X +z ,

a partir das suas secgdes transversais.

Solucgdo. A equacdo acima é invariante a troca de x por —x, de y por —y e de z por —z,
logo a superficie é simétrica em relagdo aos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectiva-
mente.

Se fizermos z = z,, teremos

yZ

xz + Z = Z% —1.
Como o lado esquerdo da equagdo acima é nao negativo, devemos tomar |z,| > 1. Se
zo = 1l ez, = —1, as sec¢des degeneram-se nos pontos (0,0,1) e (0,0, —1), respectiva-
mente. Para |z,| > 1, teremos as elipses

x2 2

y _
VA VB

Se fizermos x = x,, teremos as hipérboles

22 2

Yy _
VTr2R G/

Se fizermos y = y,, teremos as hipérboles

72 x2
. =1
(VA+y3/2)%  (V4A+y3/2)

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
Figura 1.7. O
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Figura 1.7: A superficie dada pela equagdo —x? — % +2z2 = 1.

A equacdo mais geral de um hiperboléide de duas folhas como o descrito acima é

x? yz 2 _ A "
dada por —7; — 7z + % = 1. Também podemos trocar z por x ou z por y nesta expressao

que ainda teremos um hiperboléide de duas folhas, por exemplo, —z> —y* + x> = le
—x? -2+ =1

Exemplo 1.7. (Cone eliptico) Esboce a superficie dada pela equagio

2

2, Y _ 2
x—|—9 z°,

a partir das suas secgdes transversais.

Solugdo. A equacdo acima é invariante a troca de x por —x, de y por —y e de z por —z,
logo ela é simétrica em relagdo aos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectivamente.

Se fizermos z = z,, teremos

2

xz—i—%:zg.

Portanto, se z, = 0 a seccdo degenera-se ao ponto (0,0,0). Para z, # 0, temos as elipses

x2 2

1
V2D GV

Se fizermos x = x,, teremos

2
-4 =
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Portanto, se x, = 0, teremos as retas z = y/3 e z = —y/3. Para x, # 0, teremos as
hipérboles

72 2

_ Yy _
EE GV

Se fizermos y = y,, teremos

2
22— x? = Yo
9
Portanto, se y, = 0, teremos as retas z = x ez = —x. Paray, # 0, teremos as hipérboles
z2 x2

(el 732~ (el /37

A partir das secgOes transversais obtidas acima, temos a superficie mostrada na
Figura 1.8. [

Figura 1.8: A superficie dada pela equagdo x> + % = z2.

A equacdo mais geral de um cone com duas folhas como o descrito acima é dada

2 2 2 . ~ A
por i—z = Z—z + Z—z Também podemos trocar z por x ou z por y nesta expressao que ainda
teremos um cone com duas duas folhas.

Exemplo 1.8. Dada a curvay = f(x) no plano z = 0, onde inversa x = f~'(y) existe,
determine uma equagdo para a superficie gerada, girando esta curva em torno do eixo y.

Solug¢dao. Como a superficie dada é uma superficie de revolugdo obtida ao girarmos
y = f(x) em torno do eixo y, as suas sec¢des transversais com os planos y = y, sdo as
circunferéncias

P+ =1 Y=y,
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onde r = r(y,). Para calcularmos r(y,), podemos tomar o ponto desta circunferéncia
que estd no plano z = 0 e sobre a curva y = f(x). Logo, x = f (y,) e r = |x|, donde
concluimos que r = |f~!(y,)|. Logo a secgdo transversal da superficie com o plano
Yy="Yo€
2
242 = (F ) v =ye

Por outro lado, dada a equagdo de uma superficie, a sua sec¢do transversal com y = v,
é obtida fazendo-se y = y, na equagdo da mesma. Portanto, uma equagédo da superficie
é

2

2+2= ()
U

Exemplo 1.9. Encontre a equagdo da superficie que descreve o lugar geométrico dos pontos
(x,vy,z) que sdo equidistantes de P,(—1,0,0) e do plano x = 1.

Solugdo. Se um ponto P(x, y,z) estd na superficie, entdo a distdncia de P a P, deve ser
igual a distdncia de P ao plano x = 1. Por outro lado,

dist(P,Py) = \/ (x + 1)2 + 2 + 22

e a distancia de P ao plano x = 1 é a distancia de P(x,y,z) ao ponto do plano x =1
mais préximo de P, o qual é Q(1,y, z). Portanto,

dist(P,Q) =/ (x —1)2.
Portanto, devemos ter

dist(P,Py) = \/(x + 12+ y2 +22 = |/ (x — 1)2 = dist(P, Q).

Tomando o quadrado desta equagdo, temos

(x+1)2+1y?>+22=(x—1)>2

Ap6s simplificagdo, encontramos

2, .2
x=-Y +z ,
4
que é o paraboléide de revolugao, obtido girando-se a curva x = —y?/4, z = 0, em

torno do eixo x. Sugerimos que o leitor esboce esta superficie. O
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Exercicio 1.5. Esboce grifico das superficies dadas pelas equagdes abaixo:

(a)z=/x2+12
(b) z=+/1—x>—y2
(c)y*+9z2=9
(d)z=1—x?
() x—y*=1
(f)yz =1
(3) z = cosy
Exercicio 1.6. Para cada uma das equacdes abaixo, identifique e esboce superficie associada.
(a) 22 = 2x> + 4y + 36
(b) x? = y? + 422
(c) 4x —2y%* + 422 =0
(d) 4x? +y? + 42> — 4y — 24z + 36 = 0
(e) x> —y? +2z> —2x+2y+4z+2=0
(f) 2% = 4x® + y* 4 8x — 2y + 4z.

Exercicio 1.7. Esboce a regido delimitada pelas superficies z = x*> + y?> e z = 4 — x> — y2.

Exercicio 1.8. Determine uma equagdo para a superficie gerada fazendo girar a curva em torno
do eixo.

(a) y = 4x?, (z = 0), em torno do eixo y.
(b) y = 2x, (z = 0), em torno do eixo y.

Exercicio 1.9. Determine a equagdo da superficie consistindo de todos os pontos (x,y,z) que
sdo equidistantes do ponto (0,0,1) e do plano z = —2. Identifique a superficie.



Capitulo 2

Func¢ao de duas variaveis

O objetivo desta aula é introduzir os conceitos de fungdo de duas varidveis e de
curvas de niveis de tais fun¢des. No final desta aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Encontrar o dominio de uma func¢édo de duas variaveis.

2. Saber o significado das curvas de niveis de uma funcdo, bem como obté-las e
esboga-las.

3. Fazer um esbogo qualitativo de uma superficie, a partir das suas curvas de niveis.

2.1 Dominio, imagem e grafico de uma funcao de duas
variaveis

No curso de Calculo I, foram introduzidos os conceitos de dominio, de imagem e
de grafico de uma funcdo de uma varidvel. Nesta secdo estenderemos tais conceitos
para funcdes de duas varidveis.

No caso de uma fung¢do de uma varidvel, o seu grafico é uma curva no plano, ja
os graficos de fun¢des de duas varidveis serdo superficies no espago. Algumas destas
superficies foram vistas no curso de Geometria Analitica e Algebra Linear I, dentre
elas estdo os planos, os cilindros e as superficies quadricas. No Capitulo 1, fizemos
uma revisdo das mesmas.

Definicao 2.1. Uma fungdo de f de duas varidveis é uma regra que associa a cada par orde-
nado de niimero reais (x,y) de um subconjunto D do R?, um tinico niimero real denotado por
f(x,y). O conjunto D é o dominio de f e a sua imagem é o conjunto dos valores possiveis de
f(x,y), ouseja, {f(x,y) : (x,y) € D}. O grdfico de f é o conjunto de pontos do R> dado

15
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por {(x,y, f(x,y)) : (x,y) € D}, ele representa uma superficie no espago. Se f for dada por
uma férmula e seu dominio nio for especificado, estard implicito que ele é o conjunto de todos
os (x,y) para os quais a regra estd bem definida, no sentido que ela nos dé um niimero real.

As defini¢Oes acima se estendem de maneira natural para uma fungdo de mais de
duas varidveis.

Exemplo 2.1. Encontre o dominio da fungio f(x,y) = \/x + y.

Solug¢dao. Como estamos assumindo que a imagem de f tem que ser um ntmero real,
o argumento da funcdo raiz quadrada deve ser ndo negativo, ou seja, devemos ter
x4y > 0, 0 que geometricamente é a regido do plano xy que estd acimadaretay = —x,
incluindo a prépria reta. O

Exemplo 2.2. Encontre o dominio da fungdo f(x,y) = In(9 — x> — 9y?).

Solug¢dao. Como estamos assumindo que a imagem de f tem que ser um ntmero real,
o argumento da funcdo logaritmo deve ser positivo, ou seja, 9 — x> — 9y> > 0, o que
geometricamente representa a regido do plano xy exterior a elipse gf—; +y? =1 H

Exemplo 2.3. Encontre o dominio da funcio f(x,y) = \/x2 +y2 — 1+ In(4 — x? — ?).

Solugdo. Como a fungdo f pode ser vista como a soma das fungdes /x2+y2 —1e
In(4 — x*> — y?), o seu dominio ser4 a intersecdo dos dominios das mesmas, ou seja,
temos que tomar (x,y) de modo que eles satisfacam simultaneamente as as seguintes
desigualdades:
PP —-1>0 e 4—x*—y> >0,

ou seja, 1 < x% +y? < 22, 0 que geometricamente é a regido do plano xy entre os cit-
culos centrados na origem e de raios 1 e 2, incluindo os pontos do circulo de raio 1 e
excluindo-se os pontos do circulo de raio 2. O

—x2
Exemplo 2.4. Encontre o dominio da fungdo f(x,y) = ﬁ.

Solugdo. Como f é a razdo das fungdes /y — x2 e In(x? + y*> — 4), devemos tomar a
intersecdo dos dominios destas e excluir dela os pontos onde o denominador se anula.
Ou seja, queremos que

y—x>>0, ¥*+y2—4>0e X2 +y> -4 #1,
ou seja,
y>x2, Xty >dex® P #£5

0 que geometricamente é a regido do plano que estd acima da pardbola y = x* e exterior
ao circulo x? + y? = 4, da qual tiramos os pontos que estdo no circulo x> +y> = 5. [

2

Exercicio 2.1. Determine e esboce os dominios da fungoes dadas.
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(@) flx,y) =1 +1 ) fly) =vx+ .y
(b) f(x,y) = /Xy (8) fxy) =VI—x —e¥
(c) f(x,y) = —= (h) f(x,y) = In(xy)
vy (@) flxy) = -
(d) f(y) = oiw
(e) f(x,y) = Vy—x In(x +y)

2.2 Curvas de niveis

Gréficos nos fornecem uma maneira de visualizarmos fun¢des de duas varidveis. A
outra maneira de visualizarmos tais func¢des é desenhar as suas curvas de niveis, as
quais serdo definidas abaixo.

Defini¢do 2.2. Sejaz = f(x,y) uma fungdo de duas varidveis e k um niimero real. O conjunto
dos pontos (x,y) no dominio de f para os quais f(x,y) = k é chamado de uma curva de nivel
de f. Ela contém os pontos do dominio de f para os quais o grifico de f tem altura k. Ao
esbogcarmos a curva de nivel no plano xy, devemos associar a ela o seu correspondente valor de
k.

Figura 2.2: Para cada k, a intersecdo do
Figura 2.1: O grafico de f(x,y) e planos plano z = k com o gréfico de f nos d4 uma
horizontais dados por z = k (representados ~ curva que chamamos de trago horizontal
em azul). do grafico de f no plano z = k
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N [

Figura 2.3: Curvas de niveis da fungio f(x,y) = x> +y> — 3x — 3y ( seu gréfico aparece
nas Figuras 2.1 e 2.2), elas foram obtidas com auxilio do programa Maple.

Em cartografia, uma curva de nivel, normalmente chamada de contorno, une pon-
tos de mesma elevagdo (altura), relativamente ao nivel do mar. Se a fungéo f(x,y) for
a temperatura, entdo as curvas de niveis ligardo pontos que tém a mesma temperatura
e elas sdo chamadas de isotérmicas.

Ao tomarmos os tragos horizontais do grafico de f com z = k, veja Figura 2.2,
fatiamos o grafico de f(x,y) em curvas, cujas proje¢des no plano xy nos déo as curvas
de niveis de f. A partir destas, podemos fazer o processo inverso, ou seja, podemos
esbocar o gréfico de f. Isto é feito da seguinte maneira: para cada k elevamos a curva
de nivel f(x,y) = k até o plano z = k, obtendo o traco horizontal do grafico de f no
plano z = k. O gréfico de f(x,y) é a unido de todos os tragos assim obtidos. Também a
partir das curvas de niveis de uma funcdo, podemos estimar os seus valores.
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Exemplo 2.5. Seja f(x,y) = 2x + 3y + 3, entdo as suas curvas de niveis sdo as retas
2x+3y+3 =k,

as quais tém coeficientes angulares iguais a —2 /3. Nas Figuras 2.4 e 2.5 mostramos as curvas
de niveis de f(x,y) e o esbogo do seu grifico a partir das mesmas.

Y N
10 8 6 4 -2 0 2 4 B 8 10
Figura 2.4: As curvas de niveis de 2x 4 3y + 3. Figura 2.5: O gréfico de 2x + 3y + 3

Exemplo 2.6. Seja f(x,y) = 2x? + y?, entdo as curvas de niveis de f(x,vy) sdo dadas por
2x2% + y2 =k,

onde k > 0. Para k = 0, a curva de nivel degenera ao ponto (0,0), enquanto que para valores
positivos de k temos elipses as

2 2
x+y:1

(k22 " (VR

Nas Figuras 2.6 e 4.1 mostramos as curvas de niveis de f(x,y) e o esboco do seu grifico a
partir das mesmas.
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-2 0 2 4

Figura 2.6: As curvas de niveis de 2x% + 2. Figura 2.7: O gréfico de 2x? + 2.

Exemplo 2.7. Seja f(x,y) = x* — y?. As suas curvas de niveis sio as curvas
X2 -y =k,

onde k é real. Note que para k = 0, temos as retasy = x ey = —x.

Para valores de k # 0, temos as hipérboles x*> — y*> = k, cujas as assintotas sio as retas
y = Ex. Os eixos de simetrias das hipérboles serdo o eixo dos x, se k > 0 e o eixo dos y,
se k < 0. Os vértices das hipérboles se afastam da origem a medida em que |k| aumenta, veja
Figura 2.8. A superficie correspondente ao grdfico de f é o paraboldide hiperbdlico, ele é esbogado
a partir das curvas de niveis de x> — y?, veja Figura 2.9.

-
=

R e o 4]
T T

o s kN o
T —

Figura 2.8: As curvas de niveis de x> — 2. Figura 2.9: O gréfico de x? — 2.
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Exemplo 2.8. Esboce a superficie

z=x"—y

a partir das suas curvas de nives.

2

Solugdo. As curvas de niveis de z = x* — y sdo as pardbolas

y:xz—k, z=0,

onde k é real. A seccdo transversal da superficie com plano z = k é a pardbola
y:xz—k, z =k, (2.1)

o seu vértice é o ponto (0, —k, k). Por outro lado, o conjunto de pontos da forma
(0, —k, k), com k real, representa uma parametrizagdo da reta x = 0, z = —y. Portanto,
para esbogarmos a superficie basta desenharmos esta reta e para cada ponto dela de-
senhamos a pardbola com vértice no mesmo, a qual é descrita pela equacdo (2.1). A
superficie assemelha-se com uma telha colonial, veja Figura 2.10. O

Figura 2.10: A superficie dada pela equagdo z = x* — y.
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Exercicio 2.2. Seja f(x,y) = Mostre que uma das suas curvas de niveis é uma reta

x2+y2+1
e as demais sdo circulos, veja Figura 2.11.

i L Y

1\ (@ i
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Figura 2.11: Curvas de niveis de f(x,y) = %

Exercicio 2.3. Encontre algumas curvas de niveis das fungdes abaixo e tente visualizar as su-
perficies correspondentes, a partir das mesmas.

(a) f(x,y) =2 (f) fxy) = >+ 2

(b) f(x,y) =x+y (&) fx,y) = xy

(c) fx,y) =x—¥* (h) f(x,y) =sen (x +y)
(d) f(x,y) = /x* —y? (1) f(x,y) = In(y/x2 + y2).
(e) flx,y) = y* — 7 (/) fxy) = Va2 +y* -1

Exercicio 2.4. Com auxilio de um computador, obtenha o diagrama de contornos das fungdes
abaixo.

(a) f(x,y) = xy> = x°
(b) f(x,y) = xy° — yx®
(c) flx,y) =x°+y°
(d) f(x,y) = sen(ye™™)



Capitulo 3

Limite e Continuidade

O objetivo desta aula é generalizar os conceitos de limite e de continuidade (vistos
para fungdes de uma varidvel) para fun¢des de duas varidveis. Ao terminar esta aula,
o aluno deverd ser capaz de capaz de

1. Entender as defini¢des formais de limite e de continuidade, bem como a intuig¢do
por tras destes dois conceitos.

2. Calcular limites de fun¢des de duas varidveis, caso ele exista e, se ele ndo existir,
saber provar a ndo existéncia do mesmo.

3. Saber quais sdo as implica¢des da continuidade de uma fungao.

3.1 Limite

No que se segue, denotaremos por B(x0,Y0;7), conjunto dos pontos (x,y) € R?,
para os quais (x — x,)? + (y — yo)? < r%. Este conjunto serd chamado de bola aberta de
raio r, centrada em (x,, y,).

Seja D um subconjunto de IR2. Dizemos que (x,,y,) € D é um ponto interior de D,
se existir r > 0, tal que B(x,,Y,;7) esteja contido em D. Dizemos que D é aberto, se
todos os seus pontos forem interiores. Dizemos que um conjunto D é fechado, se o seu
complementar em relac¢do a R?, ou seja, R? — D, for aberto. Dizemos que D é limitado,
se existir 7 finito, tal que D C B(0,0;7). Um ponto (x,,1,) em R? estéd na fronteira
do conjunto D, se para todo r > 0 a bola B(x,,,, ) contiver pontos que pertecem a
D e pontos que ndo pertecem a D. Dizemos que D é compacto, se ele for fechado e
limitado.

23
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Exercicio 3.1. Em cada um dos conjuntos abaixo, diga se ele é aberto, fechado, nem aberto nem
fechado, ou fechado e aberto.

(a) (1,2) (f) {(xy) : +y*>1}

(b) [-2,5] (&) {(x,y) : ¥*+y* <1}

(c) (0,6) () {(xy) : ¥*+y*=1}

(d) (1,5] (i) {(x,y) : —1<x<3, —2<y<1}
(e) {(xy) : > +y> <1} () R2.

Dizemos que um subconjunto A/ C R? é uma vizinhanga de (x,, y,), se este ponto
for um ponto interior de A. Toda bola centrada em (x,,y,) é uma vizinhanga deste
ponto e qualquer vizinhanga de (x,,Y,) contém uma bola aberta centrada em (x,, o).
Contudo, vizinhangas ndo precisam ter um formato particular.

Uma vizinhanca deletada de um ponto (x,,1,) é uma vizinhanga deste ponto, da
qual tiramos o préprio ponto (x,,Y,). Por exemplo, a bola B(x,, y,; ) menos o ponto
(X0,Yo) € uma vizinhanga deletada de (x,, o).

Seja f(x,y) uma fungdo definida em todos os pontos numa vizinhanga de um ponto
(%0, Y0), exceto possivelmente, no préprio (xo, o). Muitas vezes queremos saber o que
acontece com f a medida em que tomamos pontos (x,y) do dominio de f, cada vez
mais préximos de (xo, o), 0 que nos motiva a defini¢do seguinte.

Definigdo 3.1. Consideremos uma funcido f : D — R, onde D é um subconjunto de R?
contendo uma vizinhanga deletada do ponto (x,,Y,). Dizemos que f(x,y) converge para um
niimero real L, quando (x,y) € S tende a (x,,Y,) e escrevemos

lim x,y) =1L,
(x,y)—>(x0,yo)f( y)
se, e somente se, para todo niimero € > 0 for possivel encontrar um niimero 6 > 0, tal que
1f(x,y) — L| < e, sempre que (x,y) € De0 < /(x —x0)%2+ (y — y,)2 < 6, veja Figura
3.1.

Na defini¢do acima, o € mede a proximidade de f(x,y) a L, enquanto que o 6 mede
a proximidade de (x,y) a (xo, o). Portanto, dizer que lim(, ) _.(x,,) f(*,¥) = L, sig-
nifica que podemos tornar os valores de f(x,y) tdo proximos de L quando queiramos,
desde que tomemos (x,y) suficientemente proximos de (xo,Y,), porém diferentes de
(%0, o), pois a fungdo f ndo precisa estar definida no préprio ponto (xo, ¥o).
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o]

D B(xm y.:;;é’)

Figura 3.1: Os pontos de D que estdo nabola B(x,, y,; J) sdo levados no intervalo aberto
(L—e¢,L+e).

Exemplo 3.1. A partir da definigdo de limite, calcule

lim X, ),
(xy)— (xo,Y0) f( y)

onde f(x,vy) é dada abaixo.

(a) f(x,y) = c, onde c é uma constante
(b) f(x,y) = x
(©) flxy) =y
Solucao.
(a) Seja f(x,y) = ¢, para todo (x,y), mostraremos que

lim X,y) =cC. 3.1
(x,y)ﬂ(xo,yo)f( 2 G.)

Seja (x,,Y0) fixado. Dado € > 0, tome ¢ > 0 qualquer, entdo se

0< \/(x—x0)2+(y—yo)2 <94,
temos
f(x,y) —c| =0 <e,
o que mostra (3.1).

(b) Seja f(x,y) = x, para todo (x,y), mostraremos que

lim  f(x,y) = x,. (3.2)
(xy) = (x0,y0)
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Seja (x,,Yo) fixado. Dado € > 0, tome ¢ = €, entdo se

O<\/x—x0 +(y—yo0)? <9,

temos

£ y) = xo = = xo] = /(= 1) < /(= 1)2 + (y—po)2 < 6 =€,

o que mostra (3.2).
(c) Seja f(x,y) = y, para todo (x,y). De maneira andloga ao que foi feito no item
(b), mostra-se que

lim X, Y) = Y.
(x,y)wo,yo)f (ry) = o

O

Teorema 3.1. (Propriedades do limite) Sejam f e g definidas numa vizinhanga deletada do
ponto (xo,Y,) e & uma constante. Se

lim x,y) =Le lim X, ) =
(x,y)—>(x0,yo)f( y) (xry)ﬁ(xm%)g( y)

entdo,
L Uiy () (@ (29)) = L,
2. 10 () () (F (%) +8(2,)) = L+ M,
3. limyy )z, f (X Y)8(x,y) = LM,

Yolo) ggx’y =L/M, se M # 0.

\'_‘

4. lim(xly) —(

5. Se h(z) for uma fungdo de uma varidvel que é continua no ponto z = L, entdo,

im  h(f(x,y)) = h(L).

()= (x0,Yo)

Sugerimos que o leitor faga uma revisdo de continuidade de fun¢ées de uma variavel,
mais precisamente, saber para que valores de x as fun¢des de uma varidvel mais co-
muns sdo continuas. Por exemplo, polinémios, ¢*, as fung¢des sen x e cos x sdo continuas
em toda a reta. A fungdo Inx é continua em (0, o0), a fungdo /x é continua em [0, %),
desde que em x = 0 esteja subentendido continuidade a direita.

Dos itens 1 e 2 do Teorema 3.1, segue-se por indugdo que se cj, ..., ¢, forem cons-
tantes e f1(x,y),..., fu(x,y) forem funcdes tais que o limite lim, ) _.(x,,,) fi(x,y) e-
xistam, entdo

lim (Z ¢ filx,y ) = éci ((x’ lim ﬁ(x,y)) . (3.3)

(xy)—(x0.Yo0) y)— (Xo,0)
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Além disso, do item 3 do Teorema 3.1, segue-se por indugdo que

Iim (A y) ... fulx,y)) = < lim fl(x,y)> <(x,y)lim )fn(x,y)) (3.4)

(xy)— (xo0,Y0) (xy)— (xo0,Yo0) —(Xo/Yo

Do Exercicio 3.1 itens (b) e (c) e de (3.4), temos

lim X" = ( lim x) ( lim x) = xp, (3.5)
(xy) = (Xo,Yo) (x,y)— (Xo0,Y0) (x,y)— (x0,Y0)
e
lim "= < lim ) < lim ) =y (3.6)
(%)= (xo0,Y0) Y (x,y)—(x0,Y0) Y (x,y)—(xo0,Y0) Y Y

Note que do item 3 do Teorema 3.1, de (3.5) e de (3.6) concluimos que se m, n forem
inteiros ndo negativos, entao

n, m n._.m

lim X =X . 3.7
(o)) 0 Yo G.7

De 3.7 e de (3.3), concluimos que se f(x, y) for um polindnio, entdo,

Iim  f(x,y) = f(x0,Yo)- (3.8)
(xy) = (x0,Y0)

Além disso, se g(x,y) também for um polindnio e g(x,,Y,) # 0, entdo, segue do item
4, do Teorema 3.1 que

fey) _ f(xo, o) (3.9)

lim =

(xy)—(xowo) (%, Y)  &(Xo0,Yo)

Exemplo 3.2. Seja f(x,y) = x* — xy +y°, calcule lim, ) 1 ) f (%, ).
Solugdo. Como f(x,y) é um polindnio, segue-se que de (3.8) que

lim  f(x,y) = f(1,2) =12 - (1)(2) +2° = 7.

(xy)—(12)
U
Exemplo 3.3. Calcule o limite lim, ), 1 5y 1(x,y), onde h(x,y) = xzx—zx_yy—gy?"
Solugdo. Como h(x,y) é a razdo de dois polindmios, onde o denominador x*> — y? nao

se anula no ponto (1,2), da equacéo (3.9), temos

. 12— (1)(2) +23 7
(x,y)lil}l,Z) (xr y) ( ’ ) 12 _ 22 3
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Exemplo 3.4. Calcule o limite lim, ) (1 ) %
Solucgdo. Note que tanto o numerador quanto o denominador de % tendem
- -1
a zero quando (x,y) tendea (1,2), mas xz_xxJszyy_zy = (x—{Z(;)(x)—l) = x—{Zy’ logo de (3.9),
temos
. Xy —y . y 2
1 = lim = =2/5
(x,y)lil}l,z) X2—x+2xy—2y (xy)—12)x+2y 1+(2)(2) /
O
. 92— 3
Exemplo 3.5. Calcule lim, ), (1,0) 1/ %‘Vyjy
Solugao. Note que
o2k —ay+y2 2(1)2—(1)(0) + (0)®
lim > = > > =2.
(cy)—(10) X =Y (1)2 = (0)
Por outro lado, a fun¢do /z é continua em z = 2, do item 5 do Teorema 3.1, temos
2x2 — 3 2x2 — 3
fm (JPECWEY gy 2wy s
(xy)—(1,0) -y (vy)—(10) X2V

O

Exemplo 3.6. Seja f(x,y) = xi:gz, para todo (x,y) # (0,0), entio calculelim, ), 0,0) f (%, ¥)-

Solu¢do. Note que ambos o numerador e o denominador de f(x,y) tendem a zero
quando (x,y) tendem a (0,0). Por outro lado, para (x,y) # (0,0), temos

-y (x—y)(x+ty)
X,y) = = =x+v.
fley) ===, = 1) y
Entdo de (3.8), concluimos que
2_ .2
im Y — lim (x+y)=0+0=0.

(xy)—(00) X =Y (xy)—(0,0)
O

Exercicio 3.2. Seja f(x,y) definida numa vizinhanga deletada do ponto (x,,y,), mostre que
lim x,y) =0,
(x,y)—=(xo,Y0) f( y)

se e somente se,

lim X, =0.
am f(x, )l
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Teorema 3.2. ( Teorema do Sanduiche) Sejam f, g e h fungdes definidas numa vizinhanga
deletada do ponto (x,,Y,), na qual temos g(x,y) < f(x,y) < h(x,y). Se

lim x,y) =L = lim hix,vy),
(xry)ﬁ(xo/yo)g( y) ()= (x0,y0) ( y)

entdo,

lim x,y) = L.
(xry)ﬁ(xm%)f( y)

Prova. Tome € > 0. Como lim, \y_(x,4,) §(x,y) = L = limy \y_(x, 4,) B(x,y), entdo
existe & > 0, tal que se (x,y) estiver na bola B(x,, y,;¢), devemos ter ¢(x,y) e h(x,y)
no intervalo (L — ¢, L 4 ¢€). Como g¢(x,y) < f(x,y) < h(xy), teremos

L—e<g(xy) < f(xy) <h(x,y) <L+e.
Disso, concluimos que para todo (x,y) € B(x,,Y,;9), temos |f(x,y) — L| < €, o que
prova o teorema. O
Dizemos que uma fungdo f é limitada num dado conjunto D, se existir uma cons-
tante positiva M, tal que |g(x,v)| < M, para todo (x,y) em D.

Exemplo 3.7. Suponha que f(x,y) e g(x,y) sejam definidas numa vizinhanga deletada de
(X0, Yo), na qual g(x,y) seja limitada e que lim . \y_(, ) f(x,y) = 0. Mostre que

lim  f(xy)g(x,y) =0. (3.10)
(xy)—=(x0,40)

Solugdo. Como g(x,y) é limitada numa vizinhanga deletada de (x,,y,), existe uma
constante positiva, M tal que |g(x,y)| < M, para todo (x,y) em tal vizinhanga, por-
tanto na mesma temos

0 <|f(xy)gxy)l = If(xy)lg(x y)| < Mlf(x,y)l,

ou seja,

0 < |f(xy)g(x,y)| < M|f(x,y)l. (3.11)

Como limy y_(x, 4,) f(%,¥) = 0, entdo do Exercicio 3.2, imy ) (x,4,) [f (X, ¥)| = 0,
logo, limy \y_.(x,y.) M|f(x,y)| = M.0 = 0. Como as fungdes 0 e M|f(x,y)| tendem
a zero quando (x,y) tende a (0,0), das desigualdades (3.11) e do Teorema do San-
duiche, concluimos que lim, ). (x, 4.) |f(*,¥)8(x,y)| = 0 e do Exercicio 3.2, temos

B () (x,0) S (%) (%, ) = 0. .

Exemplo 3.8. Mostre que

} 1
lim x sen (ﬁ) =0.
(x,y)—(0,0) x“+y
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Solugdo. Para todo (x,y) # (0,0), temos ‘sen( )) < 1, logo temos a seguinte

1
x2+y?
desigualdade: ’x sen( - +y2)’ < |x|, portanto,

1
< xsen( )‘ = |x| [sen <ﬁ)‘ < x|,
x? Xty

1
xsen( 5 2)‘§|x|.
x2+y

Como as fungdes 0 e |x| tendem a zero quando (x,y) tende a (0,0), das desigualdades
acima e do Teorema do Sanduiche, temos
(xy)—(0,0)

(77)

X sen 50 =0
xc+y

e do Exercicio 3.2, concluimos que

lim x sen <%) =0
(x,y)—(0,0) xX-+vy

ou seja,

0<

lim

Exemplo 3.9. Calcule o sequinte limite

X3

lim ——7
(xy)—(0,0) X* + y?

Solugdo. Note que x*> < x? +y?, logo |x| = Va2 < /x2 + 12, portanto, elevando
esta desigualdade a terceira poténcia, temos 0 < |x|3 < (x? + y?)%/2. Dividindo estas
desigualdades por x> + y?, obtemos
3
K

</ (¥ +y?).

Se fizermos f(x,y) = as desigualdades acima podem ser re-escritas como

S
x2_|_y2 7

Ou seja,
0<[flxy)l </ (¥ +¥?) .

Como |f(x,y)| esta entre duas fung¢des que tendem a zero quando (x,y) tende a (0,0),
segue-se do Teorema do Sanduiche que |f(x,y)| tende a zero quando (x,y) tende a
zero e, em virtude do Exercicio 3.2, 0 mesmo acontecerd com f(x, y). [
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Observacgao 3.1. (O teste dos dois caminhos) No plano existem infinitas maneiras de nos
aproximarmos de um dado ponto (x,,Y,), a existéncia do limite

lim  f(x,y) (3.12)
(xy) = (x0,0)

significa que ele ndo deve depender de como nos aproximamos do ponto (x,,VY,). Em particular,
se ao aproximarmos de (x,,Y,) através de dois caminhos diferentes, a fungdo f(x,y) tender a
valores diferentes, entio o limite (3.12) nio existird.

Exemplo 3.10. Mostre que lim, xe—fyZ nio existe.

Solugao. Seja
_ Yy
flx,y) = m/ (x,y) # (0,0),
veja Figura 3.2.
Vejamos o que acontecera com os valores de f(x,y) quando nos aproximamos da

origem através das retas y = ax, onde a é um namero real fixo. Ao longo de tais retas,

temos f(x,y) = f(x,ax) = 17, logo,

a a
li — 1 = li = :
) o O S im e =lm e =

ao longo da reta y = ax

Isto significa que ao aproximarmos de (0,0) através das retas y = ax, f(x,y) tendera
a valores diferentes, dependendo da escolha de a. Portanto, lim, ;)0 f(x,y) ndo
existe.

Figura 3.2: Grafico f(x,y) = xzx—fyZ, (x,y) # (0,0)
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2
Exemplo 3.11. Mostre que lim, ., o) xzx—zy‘l nio existe.

Solugao. Seja

xy?
flx,y) = 2 (x,y) # (0,0),
entdo, ao longo daretay =0, f(x,y) = f(x,0) =0, logo
lim flx,y) = lirr(l)f(x,O) = 1irr(1]0 = 0.

(x,y) = (0,0)

aolongodaretay =0

Por outro lado, ao longo da parabola, x = y?, temos f(x,y) = f(y*,y) = 1/2,logo

lim x,y) = lim f(y%,y) = lim1/2 = 1/2.
) 0,0 flxy) = lim fy" y) = lim

ao longo da parébola x = y?

Portanto, lim(, ) (0,0) f(*, y) ndo existe. O

Observacao 3.2. Vale a pena ressaltar que o Teste dos Dois Caminhos é usado para provar a
ndo existéncia do limite. O fato

lim f(x,y) = lim f(x,y),
69— o) T y) o (aye)
(x,y) € Cq (x,y) € Cy

onde Cy e C sdo dois caminhos distintos passando por (x,, Y, ), ndo quer dizer que o limite

(x,y)lggcs,yo) flay)
exista.
Exercicio 3.3. Mostre que
lim u

(xy)—(00) X2 + y?
ndo existe.

Observacao 3.3. No cilculo do limite im, ) .y, ,) f (X, y), muitas vezes é conveniente fa-
zermos mudanga de coordenadas cartesianas para coordenadas polares:

X =Xxo+rcosf e y=y,+rseno.

Como (x,y) tende (x,,Y,) se, e somente se, a distincia de (x,y) a (xo,Y,) tender a zero e esta
vale r, entio,

lim X,
()= (x0,y0) f( y)
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é equivalente a
lim f(x, +7rcos6,y,+r senf),

r—0+
0 qual existird se, e somente se, ele ndo depender de 6. A dependéncia em 0 neste limite implicard
que im () (x, 4,) f (X, y) nio existe, por queé?

Exemplo 3.12. Mostre que
Y

Iim ————=0
(xy)—(00) \/x2 + y?

Solugao. Seja

flxy) = \/TyTyZ (x,) # (0,0).

Se introduzirmos as coordenadas polares x = rcosf e y = rsen 0, teremos

0 <|f(x,y)| = |f(rcosf,rsend)| = <r,

pois as fungdes cos 6 e senf) sdo limitadas em médulos por 1. Como |f(x,y)| estd entre
duas fun¢des que tendem a zero quando r tende a zero, segue-se do Teorema do San-
duiche que |f(x,y)| tende a zero quando r tende a zero e, em virtude do Exercicio 3.2,
0 mesmo acontecera com f(x,y). O

Exercicio 3.4. Resolva o Exercicio 3.9 usando coordenadas polares.

Exercicio 3.5. Calcule os sequintes limites

(a) lim(x,y)_,(z,l) (3xy + xy? + 3x)

(0) imy ) (2,0 C?S—g) :

Exercicio 3.6. Calcule o limite, se ele existir, ou mostre que ele nio existe.

(@) limgey) o 73y (e) lim(y ) (2.1) %
. + 2

(b) limy ). (0,0) \/#yzilq (f) lim(y, ) (0,0) xxszezyy
. 2x2—y2 ( ) 1m _3xy

(c) lim, ¥)—(00) 2732 8 —(00) 1 x4+y2 )
. xy—2x—y+2 1—e—(x"+v7)

(d) lim ()~ (1,2) 212 —2x—dy+5 (1) Him ) (0,0 f62+y2

Exercicio 3.7. Use coordenadas polares para calcular os limites abaixo, caso eles existam.

. 2
(@) im 1) (00) 2152
) 3.3
(b) lim vy (00) 702
x2+y2

(€) lim(xry)—)(oro) sen(x2+y2)"
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3.2 Continuidade

Definigao 3.2. Seja f definida numa vizinhanga de (x,,Y,). Dizemos que f é continua em
(X0,Y0) se

lim  f(x,y) = f(xo,Yo)-
(x,y)—(xo0,90)

Dizemos que f é continua num conjunto D, se ela for continua em todos os pontos
de D.

Teorema 3.3. (Propriedades da continuidade) Suponha que f e g sejam continuas no ponto
(X0,VY0) € ¢ uma constante. Entdo,

1. as fungoes cf, f + g e fg também serdo continuas em (x,,Yo),
2. se g(x0,Y0) # 0, entdo, f /g também serd continua em (x,,Y,) e

3. se h(z) for uma fungdo de uma varidvel que é continua em z, = h(x,,Y,), entdo, a
composta h(f(x,y)) também serd continua em (x,,VY,).

O Teorema acima segue diretamente das propriedades do limite.

Do Teorema 3.3 e das Equacgdes (3.8) e (3.9), segue-se que polindnimos nas varidveis
x,y sdo fungdes continuas em todo o plano e que a razdo destes é continua naqueles
pontos onde o denominador nédo se anula.

Exemplo 3.13. Seja
X 0,0)

oo o @£

fxy) { y) = (0

Mostre que f(x,y) é continua em (0,0).

Solugdo. Vimos no Exemplo 3.9 que lim(, ,y_(00) f(x,y) = 0 = £(0,0), logo, f ¢é
continua em (0, 0). O

Exemplo 3.14. Seja

=, se(x,y) #(0,0)
By ={ Vaw
fxy) { O,y se (x,y) = (0,0).

Mostre que f(x,y) é continua em todos os pontos.
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Solugdo. A funcdo h(z) = /z é continua para todo z > 0 e a funcio g(x,y) = x> + >
é continua em todos os pontos, pois ela é um polinénio. Logo, do item 3 do Teorema
3.3, a composta h(g(x,y)) = \/x?+ y?, serd continua nos pontos (x,y) para os quais
g(x,y) = ¥ +y*> > 0; ou seja, (x,y) # (0,0). Em tais pontos, temos h(g(x,y)) > 0.
Portanto, do item 2 do Teorema 3.3, f(x,y) serd continua nos mesmos, por ser a razao
de duas fungdes continuas, cujo denominador nédo se anula.

Resta-nos mostrar a continuidade de f(x,y) em (0,0). Vimos no Exemplo 3.12 que
limy ) (0,0) f(x,y) = 0= £(0,0), logo, f é continua em (0, 0). O

Exemplo 3.15. Mostre que
X2y
flry) =4 Foer &) 7 0.0) (3.13)
0, se(x,y)=1(0,0).
é continua em todos os pontos. Veja o grifico de f(x,y) na Figura 3.3.

Solugdo. Para (x,y) # (0,0), f(x,y) é a razdo de dois polindmios, sendo que o deno-
minador, x2 + yz, nio se anula em tais pontos, portanto, f (x, y) é continua nos mesmos.

Resta-nos mostrar que f(x,y) é continua em (0,0). Como ﬁ} < 1, segue-se que

2 2 2
il = o lyl < lyl- Portanto, para (x,y) # (0,0), temos |f(x,y)| = 7% < lyl.
Logo,

0<[f(x,y)| <yl

Das desigualdades acima, do Teorema do Sanduiche e do Exercicio 3.2, segue-se que

. 2 z .
limy, ) (0,0 xe—eryZ = 0= f(0,0), portanto, f(x,y) é continua em (0,0). O

Figura 3.3: Grafico de f(x,y) dada em (3.13).
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2

Vimos no Exemplo 3.11 que lim, ;) (0,0) xzx—jiyél ndo existe, logo se f(x,y) for uma

X,y
2

funcdo definida no plano todo, tal que f(x,y) = ﬁyyz para (x,y) # (0,0), ela ndo

poderé ser continua na origem, independentemente de como a definamos neste ponto,

pois para que uma fungdo seja continua num ponto (xo, ¥o), 0 limite im, ) _(x, ,) f (¥, ¥)

deve existir, veja Definigdo 3.2.

Teorema 3.4. Se f(x,y) for continua em (x,,Y,), entdo f(x,y) é limitada numa vizinhanga
deste ponto.

Prova. Como f é continua em (xo, o), entdo lim, \y . (x .y f(x,¥) = f(%o,Yo). Tomando

€ = 1 na definicdo de limite, existe § > 0, tal que se v/ (x — x,)% + (v — v, )2 < 4, entdo,

|f(x,y) — f(x0,y0)| < 1.

Portanto, se (x,y) € B(xo,Yo; ), segue da desigualdade triangular e da desigualdade
acima que

fey)l = [(f(xy) = f(xo,0)) + f (%0, Yo)|
< [(f(xy) = f(xo o) [ + | (%0, yo)|
<

1+ |f(x0,Y0)l-
O

Do Teorema 3.4, segue-se que se uma funcao se tornar ilimitada quando nos apro-
ximamos de um dado ponto do seu dominio, entdo ela ndo pode ser continua neste
ponto. Por exemplo, se

=%, se(xy) #(0,0)
f(x’y)_{ 0. se(xy) = (0,0

entdo, ao longo do eixo x, temos f(x,y) = f(x,0) = 1, a qual se torna ilimitada a

medida em que nos aproximamos da origem. Portanto, f(x,y) ndo pode ser continua
em (0,0).

Exercicio 3.8. Seja
sen (4/x2+y?
£(x,y) { % (x.y) # (0,0) (3.14)

Mostre que f é continua em todos os pontos. Veja o grifico de f(x,y) na Figura 3.4.
(Sugestdo: Use coordenadas polares)
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Figura 3.4: Grafico de f(x,y) dada em (3.14).

Exercicio 3.9. Descreva o conjunto de pontos (x,y) nos quais f é continua.

(a) f(x,y) =In(x +y — 1) .
(b) flx,y) = Z2er (©) f(5:Y) = ety —contes)
Y (f) f(x,y) = x sen (y/x)
Ed>)§<(y>)=f1 v (8) f(xy) = In(In(x +)).
x,y)=+1—x>—y

Exercicio 3.10. Use o item 3 do Teorema 3.3 para determinar onde g(x,y) = h(f(x,y)) é
continua, onde f e h sdo dadas abaixo.

() f(x,y) = ¥ — 2y +yP e hu) = (u2 —2)/u
(0) f(x,y) =x+y—1eh(u) =In(u+2)

() F(x,y) = x +tg(y) e h(u) = 12 +u

(d) f(x,y) =2yInxeh(u) = e

Exercicio 3.11. Discuta a continuidade da seguinte fungdo

—e_\/m
Fly) =4 Cym o B0 #00)
1’ (xr}/) = (0, O)

Exercicio 3.12. Mostre que se f(x,y) for continua em (xo,Yo) € f(xo,Yo) > 0, entdo existe
0 >0, tal que f(x,y) > 0, para todo (x,y) € B(x,,Yo;9).






Capitulo 4

Derivadas parciais

O objetivo desta aula é introduzir o conceito de derivadas parciais para fungdes de
duas varidveis. Ao terminar esta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Saber o significado geométrico das derivadas parciais de uma fungdo de duas
variaveis.

2. Calcular derivadas parciais de qualquer ordem de uma fun¢do de duas variaveis.

4.1 Revisao do conceito de derivada para funcao de uma
variavel

No estudo de fung¢des de uma varidvel, introduzimos o conceito de derivada, o qual
é muito til nas aplicagdes, por causa da sua interpretagdo como taxa de variagdo de
uma funcgdo. Neste capitulo estenderemos a no¢do de derivada para fungdes de duas
variaveis.

Antes de prosseguirmos a nossa discussdo, voltemos ao caso em que f é uma func¢ao
de uma varidvel. Seja f : I — R, onde I é um intervalo aberto da reta. Seja x, um
ponto de I, entdo ao passarmos deste ponto para outro ponto x € I, a variacdo de f é
Af = f(x) — f(x,). Dividindo esta variagdo pelo acréscimo Ax = x — x, da varidvel
independente, obtemos o quociente de Newton

Af _ f(x) = f(xo)
Ax Ax ’

Se o limite do quociente acima, quando Ax tender a 0 existir, ele serd chamado de
derivada de f no ponto x, e serd denotado por f’(x,) ou % (x0). Se fizermos x = x, +h,

39
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podemos também escrever

(x0) = L) = i Lo 1) =T )

4.2 Definicao de derivadas parciais e as suas propriedades

Voltemos agora ao caso em que f é uma fungdo de duas variaveis.
Seja f : D — R, onde D é uma regido aberta de IR?> contendo ponto (x,,v,). A
variagdo de f ao passarmos deste ponto para outro ponto (x,y) € D é dada por

Af = f(x,y) — f(xo0,Yo),

por outro lado, a variagdo das varidveis independentes, a qual denotaremos por As, é
a distancia entre (xo,,) e (x,y). O andlogo ao quociente de Newton seria

Af _ fxy) — f(x0,Yo)
As As '

O passo seguinte seria tomarmos o limite deste quociente quando (x,y) tendesse a
(%0,Y0). Contudo, no plano existem infinitas maneiras do ponto varidvel (x,y) se
aproximar de (x,, Y,), por exemplo, poderiamos tomar uma curva no plano que pas-
sasse por (X,,Y,) e nos aproximarmos deste ao longo desta curva. Por causa disso, ao
tomarmos o limite do quociente de Newton acima quando (x, y) tende a (x,,y,), temos
que dizer como fazemos tal aproximacdo, isto nos levard aos conceitos de derivadas
parciais e de derivada direcional. Em ambos os casos faremos (x,y) tender a (x,,y,)
ao longo de uma reta que passa por este ponto. Como veremos as derivada parciais
serdo casos particulares da derivada direcional quando nos aproximamos de (x,, o)
ao longo das retas y = y, e x = x,.

Definicao 4.1. Seja f definida numa vizinhanga do ponto (x,,Y,), se o limite

lim f(x,y0) = f(X0,Y0)

X—Xo X — Xo

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo x no ponto (x,,Y,), 0 qual
denotaremos por fx(X,,Yo) ou % (X0,Yo). De maneira aniloga, se o limite

lim f(x0,) = f(X0,Y0)
Y—Yo Y—Y

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo y no ponto (x,,Y,), 0 qual
denotaremos por fy(xo,Yo) ou %(xo,yo).
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As derivadas parciais fx(xo,Y0) € fy(Xo,Yo) representam as taxas de variagdes de
f(x,y) no ponto (x,Y,) em relagdo as dire¢des horizontal e vertical, respectivamente.

Note que no célculo de fx(xo,Y,), aproximamo-nos do ponto (x,,Y,) ao longo do
reta y = y,, ou seja a varidvel y ndo muda, seu valor é sempre igual a y,. Portanto, ao
longo desta reta, f(x,y) é uma fungdo apenas de x, a qual denotarmos esta por g(x),
ou seja, g(x) = f(x,y,). Entdo,

fx(xmyo) — }llli)% g(xO +h21 _g(XO) — g/(xo)-

De maneira analoga, no célculo de fy(x,, Yo), aproximamo-nos de (x,,Y,) ao longo
do reta x = x,, ou seja a varidvel x ndo muda, seu valor é sempre igual a x,. Portanto,
ao longo desta reta, f(x,y) é uma fun¢do apenas de y, a qual denotaremos por w(y),
ou seja, w(y) = f(x,,y). Entdo,

w(yo +h21 — ZU(yo) — w/(yo)-

fy(%0,Y0) = %13})

Resumindo, embora tenhamos introduzido um conceito novo, sob o ponto de vista
operacional, ndo hd nada novo. Mais precisamente, para calcularmos fx(x,y), na
expressdo de f(x,y) olhamos para a y como se fosse uma constante e calculamos a
derivada de uma fun¢do de uma variavel apenas, ou seja, da varidvel x. De maneira
andloga, o problema de calcular f,(x, y) reduz-se o calculo da derivada de uma fungao
apenas da varidvel y, ou seja, na expressdo de f(x,y) tratamos x como se fosse uma
constante. Por isso, sugerimos que o leitor faca uma revisdo de como calcular derivadas
de func¢des de uma variavel.

Da mesma forma que na derivagdo de uma funcdo de uma varidvel, as derivadas
parciais de f(x,y) em relagdo a x e a y sdo operagdes lineares, ou sejase f(x,y) e g(x,y)
forem duas fungdes cujas derivadas parciais em relacdo a x existem e ¢ uma constante
qualquer, entdo,

o slcfluy)) =ciflxy)e

o 2(f(x,y)+8(xy) = 2f(xy) + L8(xy).

De maneira andloga, se f(x,y) e g(x, y) forem duas fun¢des cujas derivadas parciais
em relacdo a y existem e c uma constante qualquer, entéo,

e 2(cf(xy) =cdf(xy)e
o 5(fxy)+gxy) = 5f(xy) + 58 y).
A linearidade das derivadas parciais, segue imediatamente das suas definicdes.

Exemplo 4.1. Seja f(x,y) = e¥ cos(xy), calcule f(0,0) e f,(1,0).
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Solugdo. Tratando y como uma constante na expressdo de f(x,y) e a derivando em
relacdo a x, temos

% = % (e¥ cos(xy)) = €Y (E)a_x cos(xy)) = —ye¥ sen(xy).

De maneira andloga, tratando x como uma constante na expressao de f(x,y) ea derivando
em relacdo a y, temos

of — %(eVCOS(xy))

9y
- (2 e¥ | cos(xy) + €Y 9 cos(xy)
Y Y
= (cos(xy) — xsen(xy))eY
Portanto, fx(x,y) = —ye¥sen(xy) e fy(x,y) = (cos(xy) — xsen(xy)) e, em particular,

fx(0,0) =0 e f,(1,0) =1.

U

Exemplo 4.2. Calcule f(1, ), onde f(x,y) = x*> + cos x cos y — In(xy).

Solucgao. Usando a linearidade da derivada parcial, temos

—f( y) = J —(x%) + i(cosxcosy) — iln(xy) = 2x —senxcosy — 1/x.
ox ox ox
Portanto, fx(x,y) = 2x —senx cosy — 1/x, em particular,
fx(1, ) = (2)(1) —sen(7r) cos(1) —1 = 1.

U

Para derivadas parciais também valem as regras usuais de derivacdo de fungdes
de uma variavel, ou seja, valem as regras para derivagdo de um produto e de um
quociente de duas fungdes:

o 5(floy)gtny)) = 5foy) g(xy) + f(xy) 78(xy)

B (f(x,y)> e f (o) 8(xy) —f(xy) eelvy)
ox (g(xy))?

Temos rela¢des similares para a derivada parcial em relagdo a y.

xy2—x3
y cos x+y* y

Exemplo 4.3. Calcule (
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Solucao.
xy? — x° (a2 =)y (yeosx +y*) — (xy? — %) (ycos x + y*),
yeosx+yt), (y cos x + y*)2
_ 2xy(ycosx +yt) — (xy? — x3)(cos x + 4y°)
B (y cosx + y*)?
U
Exemplo 4.4. Seja
Xy
f(x, y) — x2+y2/ se (x’ y) # (0/ 0) .
0, se(x,y)#(0,0).
Mostre a partir da definicdo de derivadas parciais que f(0,0) = 0 = £,(0,0).
Solucao. Note que
fx(0,0) = lim f0) = 0.0y 020y 0—o
(xy)—(00) h (xy)=(00) 1 (xy)—(00)
e
. f(0,h) — f(0,0) . 0-0 .
0,0) = lim = lim ——= 1lm 0=0.
OO = oo h (c)=00) B (x)=(00)
U

(a) f(x,y) = (x® —y?)° (i) f(x,y) = (1x2 Ty +y3)°
(b) f(x,y) = xe¥ + y senx 0 fxy)=x—5
(c) f(x,y) = (x> = y?)° (k) f(x,y) = sen(x +y) 4 cos(x — y)
(@) F(xy) = x¢¢ + y e (1) £(xy) = arcsen (x/y)’
() fxy) =3 R (m) f(x,y) = G
() floy) =5 (n) flry) = +y*
(g) f(x,y) = x° — 3x3y + 2xy? — 3xy + 4y (0) f(x,y) = fxcosx—Zy cost dt
(h) f(xy) = (2 + %) (x —y) (p) f(x,y) = In(x tgy)
Exercicio 4.2. Seja f : R?> — R definida por
[ L se(xy) £ (0,0)
) = { 00 se(xy) = (0,0).

Mostre, usando a definicdo de derivadas parciais, que f+(0,0) = 0e f,(0,0) = 0.
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4.3 A interpretacao geométrica das derivadas parciais

O gréfico de z = f(x,y) representa uma superficie no espago, a qual denotaremos
por S. Seja (a,b,c) um ponto de S, entdo c = f(a,b).

Seja C; a curva interse¢do do plano y = b com S. Ou seja, no plano y = b, temos
a curva Cy, a qual é o gréfico de z = f(x,b) = g(x). Do estudo de fun¢des de uma
varidvel, sabemos que ¢’ (a) é o coeficiente da reta tangente a C; no ponto (4,b), mas

o) = lm SO =30y fla s hD —f0D) _

Assim, fy(a, b) éigual ao coeficiente angular da reta tangente a curva que é a interse¢do
do grafico de f(x,y) com o plano y = b, no ponto (a,b, f(a,b)).

(a,b,0)

Figura 4.1: Interpretacdo geométrica das derivadas parciais fy(a,b) e f,(a,b).

De maneira analoga, seja C, curva intersecdo do plano x = a com a superficie S.
Ou seja, no plano x = a4, temos a curva Cp, a qual é o gréficode z = f(a,y) = w(y).
Sabemos que w’(b) é o coeficiente da reta tangente a C;, no ponto (a,b), mas

(6) = lim w(b+h21—w(b) :Plgéf(a,b—kh})l—f(a,b) _h(ab)

Assim, f,(a,b) éigual ao coeficiente angular da reta tangente a curva que é a intersegao
do grafico de f(x,y) com o plano x = a, no ponto (a,b, f(a,b)).
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Em resumo, podemos interpretar as derivadas parciais fy(a, b) e f,(a, b), como sendo
os coeficientes angulares das retas T; e T> que sdo as tangentes as curvas obtidas pelas
intersegdes de S com os planos y = b e x = a, repectivamente, no ponto (a,b, f(a,b)).

Conforme serd visto na Secdo 5.3, as retas tangentes T7 e T, determinam um plano
que que chamaremos de plano tangente a S no ponto (a,b, f(a,b)).

Exercicio 4.3. Calcular a inclinagdo da tangente a curva sequndo a qual o plano y = 1 corta a
superficie z = x* + y?, no ponto (2,1,5).

4.4 Derivadas parciais de ordens superiores

Como fy e f, também sdo fungdes das varidveis x e y, podemos deriva-las parcial-
mente em relacdo as varidveis x e y, casos estas derivadas existam. Em outras palavras,
calc:t.llamos (fx)x ( fx.)y, (fy)x e (fy)y as quais den‘o’Faremos Por frx, fxy, fyx € fyy, res-
pectivamente. Com isso temos as derivadas parciais de segunda ordem de f. Pode-
mos tomar derivadas parciais destas com relacdo a x e y, caso elas existam, e obter
derivadas parciais de terceira ordem de f, ou seja, fxxx, fxxy, fxyxr fryys fyxxs fyxys fyyx
e fyyy- Repetindo o procedimento acima, podemos obter derivadas parciais de ordens
superiores.

2f  Pf 0%f 0% f
92x’ Jdydx’ oxdy - 9%y’

Temos notagdes similares para derivadas de ordens superiores, por exemplo, fyxyyx =

f
9xdyo2xdy

Exemplo 4.5. Calcule fxx, fxy, fyx, fyy e fxxx/ onde f(x, y) = xy3 - x4'
SOlugﬁO. fx — y3 - 4X3, fxx — _12x2, fxy — 3y2, fxxx — —243(, fy — 3xy2, fyx — 3y2 e
fyy = 6xY. L

Exemplo 4.6. Seja f(x,y) = sen(xy). Calcule todas as derivadas parciais de primeira e
segunda ordens de f(x,y), bem como fyxy.

Também denotaremos fxx, fry, fyx € fyy por e respectivamente.

Solucao.

fx = ycos(xy)

fy = —xcos(xy)
for = —y* sen(xy)
fxy = cos(xy) — xy sen(xy)
fyx = cos(xy) — xy sen(xy)
fyy = —x? sen(xy)
foy = —xy*cos(xy).
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Exercicio 4.4. Calcule todas as derivadas parciais de sequnda ordem da fungdo

f(x,y) =e* seny + In(xy).
Note que nos Exemplos 4.5 e 4.6, temos fy, = fyx, ou seja, a ordem das derivadas
parciais em relacdo a x e y ndo foi importante. Teria isto sido uma coincidéncia? A
resposta a esta pergunta é dada no teorema abaixo, o qual sera apenas enunciado.

Teorema 4.1. (Teorema de Clairaut) Seja f(x,y) definida numa bola aberta B(x,,Yy,;t). Se
as fungoes fyy e fyx forem ambas continuas em B(x,,Y0;7), entdo,

fry(Xo,Yo) = fyx(x0,Yo)-

Exercicio 4.5. E possivel existir uma fungdo f, tal que fr(x,y) = x + 3y e fy(x,y) =5x—y
e cujas derivadas de sequnda ordem sejam continuas?

Exercicio 4.6. A hipétese de continuidade de fy, e fyx é essencial no Teorema de Clairaut. De
fato, seja

[ I s (xy) £ (0,0)
flon = { 0, se(xy)=(00)

(a) Calcule f e f,, em todos os pontos.
(b) Mostre que fr,(0,0) = —1e f,,(0,0) = 1.

Exercicio 4.7. Dizemos que uma fungdo f(x,y) é harménica se
fxx + fyy =0

em todo o seu dominio. Mostre que as fungoes abaixo sdo harmonicas.
() f(x,y) = In /o2 +y2
(b) f(x,y) = arctg ().

(¢) f(x,y) = cos x senhy + senx coshy.

(d) f(x,y) =e *cosy +e ¥ cosx.
Exercicio 4.8. Se w = cos(x — y) + In(x + y), mostre que
Wxx — Wyy = 0.
Exercicio 4.9. Dizemos que u(x, t), satisfaz a equagdo da onda, se
Ugt = iy,

onde c é uma constante positiva. Mostre que as fungdes abaixo satisfazem a equagdo da onda.
(a) u(x,t) = sen(ckt) sen(kx), onde k é uma constante.

(b) u(x,t) = (x — ct)* + cos(x + ct).



Capitulo 5

Diferenciabilidade de fun¢oes de duas
variaveis

O objetivo desta aula é introduzir os conceitos de diferenciabilidade para fungées
de duas varidveis, de plano tangente a uma superficie que é o grafico de uma fungdo
de duas variadveis e de diferencial de uma funcdo de duas variaveis. Ao terminar esta
aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Saber o que significa uma funcdo de duas varidveis ser diferencidvel e quais as
implicacdes desta.

2. Saber calcular o plano tangente a uma superficie que é o grafico de uma fungdo
de duas varidveis.

3. Saber como calcular a diferencial de uma fungdo e como aproximar a variagdo de
uma funcdo pela sua diferencial.

5.1 Revisao do conceito de diferenciabilidade para funcao
de uma variavel

Antes de introduzirmos o conceito de diferenciabilidade para fun¢ées de duas va-
ridveis, vamos rever quais as consequéncias de diferenciabilidade para uma fungdo de
uma variavel. Dizemos que y = f(x), definida num intervalo aberto contendo x, é
diferenciavel em x,, se o limite

lim fxo +Ax) — f(x)

Ax—0 Ax

47
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existir, neste caso o denotamos por f’(x,). Portanto, se f for diferencidvel em x,, temos
. f(xo + Ax) — f(x) /
1 — =0.
Ax20 ( Ax fi(x)

Portanto, se denotarmos a quantidade

flxo+Ax) — f(xo)
Ax — f(x0)

por €(A), entdo €(A) tende a zero quando Ax tende a zero. Ou seja, f é diferencidvel
em X, se, e somente se, pudermos escrever

f(xo+Bx) = f(x0) + f'(x0)Ax + € Ax. (5.1)
Exemplo 5.1. Seja f(x) = x> — x, encontre a funcio €(Ax) que aparece em (5.1).
Solucao.
flxo +Ax) = (x4 Ax)* — (x5 + Ax)
= x2— x4 (2x, — 1)Ax + (Ax)(Ax)
= f(xo) + f'(x0)Ax + € Ax,
onde € = Ax. O

Uma consequéncia da diferenciabilidade de uma fung¢do de uma varidvel é a con-
tinuidade, ou seja, se y = f(x) for derivavel em x,, entdo de (5.1), temos

Aljig‘of(xo + Ax) = Alirﬂo(f(xf)) + f/(x0)Ax + eAx) = f(xo),

0 que mostra que f é continua em x,.

5.2 Diferenciabiliadade para funcao de duas variaveis

Conforme haviamos observado, a diferenciabilidade de uma fungdo de uma varia-
vel implica em continuidade da mesma. Por outro lado, a existéncia das derivadas
parciais fx(Xo,Yo) € fy(Xo,Yo) ndo implica em continuidade de f(x,y) no ponto (x,, o),
como mostra o seguinte exemplo. Seja

| FL, se(xy) #(0,0)
f(x’-‘/)_{ 0. se(xy) £ (0,0)

Vimos no Exemplo 3.10 que lim, ;). (0,0 f(x, ) ndo existe, logo f(x,y) ndo pode ser
continua em (0,0). Por outro, no Exemplo 4.4, vimos que f,(0,0) = 0 = f,(0,0). Por
isso, para fung¢des de duas varidveis se quisermos definir a diferenciabilidade de modo
que ela implique em continuidade, devemos exigir mais do que existéncia das suas
derivadas parciais de primeira ordem.
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Defini¢ao 5.1. (Diferenciabilidade para fungdo de duas varidveis) Sejaz = f(x,y), tal
que suas derivadas parciais f(Xo,Yo) e fy(Xo, Yo) existam. Dizemos que f ¢é diferencidvel em
(sz yo)/ se

flxo +Bx,y0 +8y) = f(x0,Y0) + fx(Xo,Y0) DX + fy(x0,Y0) Ay
+€1 Ax + € Ay, (5.2)

onde €1 e €3 sdo fungdes de Ax e Ay, as quais tendem a zero quando Ax e Ay tendem a zero.

Da defini¢do acima, se f(x,y) for diferencidvel em (x,,1,), entdo ela serd continua
neste ponto. Portanto, se uma funcdo nado for continua num ponto ela ndo pode ser
diferenciavel no mesmo.

Exemplo 5.2. Encontre expressoes para €1 e €, dados em (5.2), onde f(x,y) = 3x% — xy.
Solugao. Note que
Az = f(xo+ Ax, Yo+ Ay) — f(Xo, Yo)
= (3(xo + Ax)? — (x0 + Ax) (Yo + Ay)) — (32 — x,10)
= (6%, — Yo)AX — x,Ay + 3(Ax)? — AxAx,
portanto, as fung()es €1 € €2 Nd0 sdo Unicas, pois se escrevermos
Az = (63— Yo)Ax + (—xo)Ay + (3BAx)Ax + (—Ax)Ay,
teremos €; = 3Ax e e, = —Ax. Por outro lado, se escrevermos
Az = (6x9— Yo)Ax + (—x0)Ay + (3Ax — Ay)Ax + (0)Ay,

teremos €1 = 3Ax — Ay eep = 0. H

A Defini¢do 5.1 ndo parece ser muito pratica e o leitor pode fazer a seguinte per-
gunta: existe algum critério simples para decidirmos seu uma funcéo f(x,y) é diferen-
ciavel num ponto (x,,1,)? A resposta a esta pergunta é data pelo seguinte teorema,
que é uma consequéncia do Teorema do Valor Médio para fun¢do de uma variavel.

Teorema 5.1. Se fy e f, existirem numa vizinhanga de (x,,Y,) e forem continuas neste ponto,
entdo f(x,vy) serd diferencidvel em (x,,Yo ).

Uma consequéncia do Teorema 5.1 é que se as derivadas fy e f, forem continuas
numa vizinhanga de um ponto, entdo f tem que ser continua na mesma, visto que
diferenciabilidade implica em continuidade.

Exemplo 5.3. Mostre que f(x,y) = e* cos(xy) é diferencidvel em (0, 0).
Solugao. Note que
fx = e*(cos(xy) —ysen(xy)) e fy = —xe*sen(xy),

as quais sdo continuas para todo (x,y), portanto, pelo Teorema 5.1, f(x,y) é diferen-
cidvel em todo o plano. O
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5.3 O plano tangente e a reta normal a superficie que é o
graficode z = f(x,vy)

Seja S a superficie correspondente ao gréfico de z = f(x,y) e suponha que f e f
sejam continuas. Seja P = (xo, Yo, f (X0, o)), um ponto sobre esta superficie, C; e C; as
curvas obtidas através das interse¢des de S com os planos y = y, e x = x,, respectiva-
mente. Sejam T; e T, as retas tangentes as curvas C; e C; no ponto (X,, Yo, f (X0, o)),
veja Figura 4.1. Vimos na Secdo 4.3 que os seus coeficientes angulares sdo fx(X0,Yo)
e fy(Xo,Yo), respectivamente. Portanto, no plano y = y,, a reta Ty é o gréfico de
z = f(a,b) + fx(a,b)(x — x,). O que no espago é o conjunto de pontos da forma

(%, Yo, f (X0, Yo) + fx (X0, Yo) (X — X0)),

onde x € R. Fazendo x = x, e x = x, + Ax, encontramos dois pontos de T, digamos
P = (xo,yo,f(xo,yi))) e Q_): (xi)—l— Ax, Yo, f(Xo0,Yo) + fx(X0,Y0)Ax) de Ty. A reta Ty é
paralela ao vetor PQ = OP — OQ = Ax (1,0, fx(x0, o)), portanto esta reta é paralela
ao vetor

(1/ O/fx(xo/ yo)) = Vl-
De maneira anéloga, os pontos sobre T, sdo da forma

(X0, Y, f (X0, Yo) + fx (X0, Yo) (Y — Yo)),

onde y € R. Fazendoy = y, e y = Y, + Ay, temos os pontos M = (x,, Yo, f (X0, Vo))
e N = (x0,Yo + Ay, f(x0,Y0) + fy(Xo,¥0)Ay) da reta To. A reta T é paralela ao vetor

— @ — —
MN = OM — ON = Ay (0,1, f,(x0,Y,)), portanto ela é paralela ao vetor
(0,1, fy(x0,%0)) = Va.

Definimos o plano tangente a S no ponto (x,, Yo, f (%0, Y0)), 0 qual denotaremos por
71, como o plano que passa por (Xo, Yo, f (X0, Y0)) € contém as retas T; e T,. Como as
retas T7 e T, sdo paralelas aos vetores V; e V;, respectivamente, entdo o vetor

N = Vl x Vo = (—fx(x0,Y0), —fy(x0,Y0), 1), (5.3)

sera perpendicular a Ty e T, e, portanto, normal a plano 7. O vetor N acima é chamado
de vetor normal a S em (x,, Yo, f (%o, Yo)). Portanto, o plano 7t é o conjunto dos pontos
(x,y,z) que satisfazem a equagdo (veja Segdo 1.2),

(x = X0, ¥ — Yo,z — f(X0,Yo0)) - N =0,

o que é equivalente a

z = f(Xo,Yo) + fx(Xo,Yo) (X — Xo) + fy(Xo, Yo) (¥ — Yo) = 1(x,y)- (5.4)
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A reta normal a superficie S no ponto (x,, Yo, f(X0,Y0)) € a reta que passa por este
H
ponto e é paralela ao vetor normal N, dado pela equacdo (5.3); portanto,
X=X — fx(%0,Yo)t, Y =Yo— fy(xo,¥o)t z= f(Xo,Y0) +1,

onde t € IR, sdo equagdes paramétricas da mesma.

Exemplo 5.4. Determine as equagdes do plano tangente e da reta normal ao paraboldide eliptico
z =2x% 4+ 17,
no ponto (1,1,3).

Solugdo. Note que fi(x,y) = 4x e fy(x,y) = 2y, em particular, f(1,1,3) = 4 e
fy(1,1,3) = 2, logo a equagdo do plano tangente ao paraboléide no ponto (1,1,3)
é

dx +2y —z = 3.

Por outro lado,
x=1—-4t y=1-2t z=3+1t,

t real, sdo equagdes paramétrica da reta normal. O

Exercicio 5.1. Determine as equacdes do plano tangente e da reta normal a superficie que é o
grificode z = f(x,y) no ponto P especificado.

(a) f(x,y) = 4x32 + 2y e P(1,-2,12)
(b) f(x,y) = 4x* —y? e P(5,—8,36)
() f(x,y) =In\/x>+y2 e P(~1,0,0)
(d) f(x,y) = F5L e P(3,1,7)

(e) f(x,y) =xe YeP(1,0,1).

Note que se f(x,y) for diferenciavel em (x,,Y,), entdo de (5.2) e de (5.4), temos
f(xo +Ax,y, + Ay) = 1(xo + Ax, Yo + Ay) + €1 Ax + €2 Ay, (5.5)

portanto, os pontos do gréfico de f(x,y) podem ser localmente aproximados pelos
correspondentes pontos do plano tangente ao mesmo, no ponto (X, Yo, f(X0,Yo)). O
erro que cometemos ao fazermos tal aproximacgédo é dado por €;Ax + €;Ay. A fungdo

z=1(xo + Ax,yo + Ay) = f(X0,Yo) + fr(Xo,Yo)Ax + fy (X0, Y0) Ay

ou

z=1(x,y) = f(xo0,Y0) + fx(Xo,Yo)(x — x0) + fy (X0, ¥0) (¥ — Yo)
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é chamada de aproximacao linear de f em (x,, o).

Da discussdo acima, concluimos que o plano tangente ao grafico de uma fungdo
diferencidvel de duas varidveis é o andlogo da reta tangente ao gréfico de uma funcao
diferencidvel de uma varidvel: ambos nos permitem aproximar localmente a funcao
por algo linear.

Exemplo 5.5. Seja f(x,y) = e* cos(xy), encontre a aproximagio linear de f no ponto (0,0).
Solugao. Vimos no Exemplo 5.3 que
fx = e*(cos(xy) —ysen(xy)) e f, = —xe*sen(xy),
logo fx(0,0) =1 e f,(0,0) = 0, portanto a aproximacao linear de f em (0,0) é
I(x,y) = f(0,0) + fx(0,0)x + f,(0,0)y = 1 + x.

Ou seja, para (x,y) préximos de (0,0), o valor de f(x,y) é aproximadamente 1 +x. [

5.4 Incrementos e diferenciais

A seguir denotaremos por dz (ou df) a variacdo f ao longo do plano tangente
quando passamos de (x,,Y,) para (x, + dx,y, + dy), ou seja,

dz - l(xo + dx,yo + dy) - f(xo/yo)/

entdo de (5.2) temos
dz = fx(xo, Yo)dx + fy(xo, Yo)dy,

que é chamada de diferencial de f no ponto (x,, y,). A diferencial de f no ponto (x, y)
é dada por
dz = fu(x,y)dx + fy(x,y)dy.

Exemplo 5.6. Sejaz = f(x,y) = 5y*> — xy + cos(xy), calcule dz.

Solugao. Vimos que
dz = fo(x,y)dx + fy(x,y)dy,
por outro lado, fy = —y — ysen(xy) e f,(x,y) = 10y — x — xsen(xy). Portanto,

dz = —y(1 + sen(xy))dx + (10y — x — x sen(xy))dy.
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Exercicio 5.2. Calcule dz, onde z = f(x,y) é dada abaixo.

(@) f(x,y) = x° — x%y + 3y?
(b) f(x,y) = 5x> + 4y — 3xy>
(c) f(x,y) = x*seny + 2y3/2
d) f(x,y) = ye 2* — 3x*

(e) f(x,y) = %V +1/y

) f(x,y) = In(x> + y?) + xarctan y

Note que em virtude de (5.2), se uma funcéo f(x,y) for diferencidvel, entdo, a sua
variagdo Az, quando passamos de (x,y) para (x + dx, y + dy) satisfaz

Az = f(x+dx,y+dy)— f(x,y)
= fx(x,y)dx + fy(x,y)dy + e1dx + exdy
= dz+edx + exdy,

0 que nos permite aproximarmos os encrementos Az pela diferencial dz, pois esta é
mais simples de ser calculada.

Exemplo 5.7. Seja z = f(x,y) = 3x> — xy. Calcule Az e dz quando (x,vy) varia de (1,2)
para (1,01;1,98).

Solugao. No Exemplo 5.2 vimos que
Az = (6x — y)Ax — xAy + 3(Ax)? — AxAy.
Fazendox =1,y =2, Ax = 0,01 e Ay = —0,02, encontramos,
Az = 0.0605.
Por outro lado, como fy = 6x — y e f, = —Xx, segue-se que
dz = fo(x,y)dx + fy(x,y)dy = (6x —y)dx — xdy,
tazendox =1,y =2, Ax = 0,01 e Ay = —0.02, obtemos
dz = (6 —2)(0.001) + (—1)(—0,002) = 0.060.

Logo, o erro que cometeriamos ao usar dz como aproximacdo de Az seria de apenas
0, 0005. O

Exemplo 5.8. O raio e a altura de um cilindro reto sdo 8 cm e 20 cm, respectivamente, com erro
possivel de 0,01 cm. Use diferenciais para aproximar o erro mdximo no cdlculo do volume do
cilindro.
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Solucio. O volume do cilindro circular reto é V(r,h) = mr?h, onde r e h sdo vistos
como valores medidos, com erros maximos de medida dr e dh, respectivamente. Por-

tanto,
AV = dV = V,dr + V,dh = 2ntrhdr + mir?dh.

Fazendor = 8, h = 20 e dr = dh = £0,01, obtemos o seguinte erro maximo:

dV = 27(8)(20)(0,01) + (64)(0,01)7r = 3,847 ~ 12,06cm>.

Exercicio 5.3. A resisténcia total de dois resistores Ry e Ry ligados em paralelo, é dada por

1 1 1

Se as medidas de Ry e Ry, sido 100 e 200 ohms, respectivamente, com erro mdximo de +1% em
cada medida, encontre uma aproximacdo do erro mdximo no valor calculado de R.



Capitulo 6

A Regra da Cadeia e a derivada
direcional

O objetivo desta aula é introduzir a Regra da Cadeia para fungdes de duas varidveis
e generalizar o conceito de derivadas parciais, introduzindo a derivada direcional. No
final desta aula, o aluno deverd saber capaz de:

1. Aplicar a Regra da Cadeia e calcular derivadas de fun¢des compostas.

2. Saber calcular o gradiente de uma fungdo f, saber qual é o seu significado geo-
métrico e como ele esta relacionado com as curvas de niveis da fungéo f.

3. Saber calcular a derivada direcional, bem como saber qual é o seu significado
matematico.

6.1 A Regra da Cadeia

6.1.1 Revisao da Regra da Cadeia para funcdes de uma variavel

Antes de vermos a Regra da Cadeia para o caso de fung¢des de duas varidveis, vamos
recordé-la para o caso de uma fungdo de apenas uma varidvel. Sejam y = f(x) e
x = g(t), fungdes diferenciaveis, entdo a composta de f com g é a fungdo na variavel ¢,
dada por y = f(g(t)). Veremos como calcular a derivada desta fungéo em relagéo a t.

55
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Seja t fixado. Quando passamos de t para t + At, a varidvel x sofre uma variacdo de
Ax = g(t+ At) — g(t),
enquanto que y varia de
Ay = y(t+ A1) —y(t) = f(g(t +A8)) = f(g(1)) = f(g(t) + Ax) — f(g(t)),
como f é diferencidvel, da relagdo acima e de (5.1) temos
Ay = f'(g(t)) Ax + € Ax, (6.1)

onde € tende a zero quando Ax tende a zero. Como g(t) é continua, pois é diferenciavel,
quando At tende a zero, Ax também tende a zero, portanto, € tende a zero quando At
tende a zero. Além disso, como g é diferencidvel, entdo,

L Ax gt A —g()
Al%go At Al%go At =8, 62)

Dividindo a equacéo (6.1) por At, tomando o limite quando At tende a zero e usando
(6.2), temos

Ax Ax

Y= tim =t (ST e ) ) () () 0

= fl(g(t)g'(t), (6.3)

que é chamada de Regra da Cadeia.

Em (6.3), f'(g(t)) é obtida tomando-se a derivada de f(x) em relagdo a x, a qual é
uma funcdo de x, substituindo-se na mesma o x por g(t). E comum reescrevermos a
equacao (6.3) da seguinte forma

dy dy dx
dt  dx dt’

onde fica implicito que Z—Z é obtida derivando-se f em relagdo a x e na expressdo resul-
tante, a qual é uma fungdo de x, substituimos x por g(¢).

. . 2 d
Exemplo 6.1. Seja y = e*, onde x = t* + t. Calcule 2.

Solucdo. Da Regra da Cadeia, temos

dy _ dy dx x 1241
G T de g @)@t =e (2t ])
Portanto, temos 4 et = (2t + 1)et" O

Nas aplica¢des em que temos que derivar uma fun¢do complicada de ¢, procuramos
vé-la como uma composta de duas (ou mais) fungdes e usamos a Regra da Cadeia, para
calcularmos a derivada da fun¢do composta.
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6.1.2 A Regra da Cadeia para funcdes de duas variaveis

6.1.3 O casoemquez = f(x,y), com x = g(t) ey = h(t)

A seguir veremos como calcular a derivada em relagdo a t da composta z = f(x, ),
onde x = g(t) ey = h(t), assumindo que f, g e h sejam funcdes diferencidveis.

Seja z(t) = f(g(t),y(t)) e fixemos o valor de . Quando passamos de t para t + At,
as variaveis x e y sofrem as seguintes variagdes:

Ax = g(t+ At) — g(t)

Ay = h(t + At) — h(t),
respectivamente. Por outro lado, a varidvel z sofre uma variagado de
Az =z(t+At) —z(t) = f(g(t+At),h(t+ At)) — f(g(t), h(t
= fg(t) +Ax,h(t) + Ay) — f(g(t), h(

Como f é diferencidvel, da relagdo acima e de (5.2), temos

Dz = Fulg(t)h(t) Bx+ fy(g(0), k(D) Ay +e1 Ax+ez by, (64)

onde €; e € tendem a zero quando ambos Ax e Ay tendem a zero. Como g e h sdo
diferenciaveis, elas sdo continuas, portanto, Ax e Ay tendem a zero quando At tende a
zero, portanto, € e €; tendem a zero quando At tende a zero. Além disso, como g e h
sao diferenciaveis, entdo,

)
).

im 25— g'()) e lim 2 —w(p). 6.5)

Portanto, dividindo (6.4) por At, tomando o limite quanto At tende a zero, usando (6.5)
e lembrando que € e €; tendem a zero quando At tende a zero, temos

= dm = m (OO + RGN el ey
= Al h(E) 8'(8) + Fi(5(E),h(E) WD) + g0+ K (1) -0

= fa(g(t) h(t) &'(t) + fy(8(t), k() H (1),

onde fx(g(t),h(t)) acima é obtida tomando-se a derivada parcial de f(x, y) em relacdo
a x, a qual é uma fungédo das varidveis x e y e substituimos estas por g(t) e h(t), respec-
tivamente. De maneira analoga, f,(g(t), h(t)) é obtida tomando-se a derivada parcial
de f(x,y) em relagdo a y, a qual é uma funcéo das variaveis x e y e substituimos estas
por g(t) e h(t), respectivamente. Com isso provamos o teorema abaixo.
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Teorema 6.1. Sejaz = f(x,y), com x = g(t) ey = h(t), onde f, g e h sio fungdes diferen-
cidveis. Entdo, temos

dz dz dx dz dy

dt  axdt aydt
No teorema acima, g—fc e g—i sdo obtidos derivando-se f(x,y) parcialmente em relagdo

a x e a y, respectivamente. Nas funcdes obtidas, substituimos x e y por g(t) e h(t),
respectivamente.

Exemplo 6.2. Sejaz = x>+ xy, com x = 3t> + 1 ey = 2t — 2. Calcule %.
Solu¢ao. Do Teorema 6.1, temos

dz dz dx dz dy
dt ~ oxdi Taydt
= (2x+y)(6t) + (x)(2 —2t)
= (262 +1)+ (2t =) (6t) + (32 +1)(2 - 2¢)

= (62 +2+2t —t2)(6t) + (3> +1)(2 — 21)
= 2410t + 18£* + 241,

O

Exemplo 6.3. Seja f diferencidvel numa vizinhanga de (x,,Y,), entdo para (x,y) fixo, defina
w(t) = f(txo + (1 = t)x, tyo + (1 = 1)y),
onde 0 < t < 1. Mostre que
w'(t) = (xo—x)fx(txo + (1 —t)x, tyo + (1 —t)y)
+ (Yo —y) fy(txo + (1 = t)x, tyo + (1 = t)y). (6.6)
Em particular,
w'(1) = Vf(xo,Yo) - (x = X0,y = Yo), (6.7)

onde o vetor

V(xy) = (o y)T+ fy(xy)] = ((xy), fy(x ),
é chamado de gradiente de f no ponto (x,y).
Solugdo. Sejam g(t) = tx, + (1 —t)x e h(t) = ty, + (1 — t)y, entdo podemos ver w(t)
como a seguinte composta: w(t) = f(x,y), onde x = g(f) e y = h(t). Portanto da
Regra da Cadeia, Teorema 6.1, temos, temos

w'(t) = fx(txo + (1= t)x, tyo + (1 = 1)y) (x — xo) + fy (txo + (1 = t)x, tyo + (1 = 1)y) (vo — ¥),
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com isso terminamos o exercicio. O

Note que se f(x, y) possuir derivadas de segunda ordem continuas numa vizinhanca
de (xo,Y0), podemos aplicar a Regra da Cadeia novamente as fungoes fy e f, e obtere-
mos

%fx(txo + (A =t)xtyo+ (1 —=1)y) = fux(txo+ (1 —1)x,ty,(1—1t)y)(x —x,) +
+fyx(txo + (1= 1)x, tyo + (1 = )y) (o — )

e

%fy(txo + (1 =t)xtyo+(1—-t)y) = fyx(txo + (1= t)x, tyo(1 = £)y) (%o — x) +
+fyy(txo + (1= t)x,tyo + (1 = )y) (Yo — ),

pois podemos ver fy(tx, + (1 —t)x, ty, + (1 —t)y) e fy(tx, + (1 = t)x, tyo + (1 — t)y)
as compostas de fx(x,y) e fy(x,y) com as fungdes x = g(t) e y = h(t) definidas acima.
Das relagdes acima e de (6.6), temos

w”(t) = (xo - x)zfxx(txo + (1 - t)x/ tyo + (1 - t)y)
+ (X0 = X) (Yo — Y) fry (o + (1 = t)x, tyo + (1 — t)y)
+ (Yo — ¥)* fyy (txo + (1 — t)x, ty, + (1 — £)y). (6.8)

Exemplo 6.4. Um circuito elétrico consiste de um resistor R e de uma forca eletromotriz V.
Num dado instante, V = 80 volts e aumenta a uma taxa de 5 volts/min, enquanto que R = 40
ohms e decresce a uma taxa de 2 ohms/min. Da Lei de Ohm, a corrente é dada por I = V /R.
Calcule %.

Solugdo. Neste caso, I = V/R,onde I = I(t) e R = R(t). Da Regra da Cadeia dada no
Teorema 6.1, temos

dl ol dV. 9l dR

it vt TR dr
= /R (v
= (1/40)(5) + (—80/1600)(—2) = 9/40 = 0,225(amp/min).

Exercicio 6.1. Calcule %, onde z = f(x,y), com x = g(t) ey = h(t).

(1) z=xIn(x+2y), x =sentey = cost

(b)z=x>—y* x=pgey =g

(c)z=ye*"V, x =tey = cost
dz=xy+xy>, x=1—-tPey=2+1

(e)z=xy+x*, x=¢elcostey =e".
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Podemos calcular derivadas de ordem superior de z = f(x,y), onde x = x(t) e
y = y(t). Por exemplo

>z d (dz
T (a)
d (0zdx dzdy
at (a at oy E)
R Y (A Ty
dt \ox) dt ox dt? dt \dy/) dt dy dt*’
Aplicamos o Teorema 6.1 no célculos das derivadas % (g—i) e % (g—]j), isto é, olhamos

para g—fc e g—]j como fungdes de x e y, onde estas sdo fungdes de t. Ou seja,

4 (o) Pz, = dy
dt \ 9x) 9%x dt = dydx dt
4o\ _ a7y
dt \dy) dyox dt 9%y dt’

6.14 O casoemquez = f(u,v), onde u = g(x,y) ev = h(x,y)

A seguir veremos com calcular as derivadas parciais com relacdo a x e y da funcgdo
z = f(u,v), comu = g(x,y) e v = h(x,y), onde assumiremos que f, g e h sdo fungdes
diferencidveis. Ou seja, calcularemos g—i e 3—5 ,onde z(x,y) = f(g(x,y), h(x,y)).

Seja (x,y) fixado. Quando passamos de x para x + Ax e mantemos y fixo, as varidveis
u e v sofrem as seguintes variagdes:

Au=g(x+Ax,y) — g(x,y)

Av = h(x + Ax,y) — h(x,y).

Por outro lado, a varidvel z sofre a variacao

z(x +Ax,y) —z(x,y) = f(g(x +Ax,y) h(x +Ax,y)) — f(g(x, ), h(x,y))
= f(g(x,y) + Bu, h(x,y) + Av) — f(g(x,y), h(x,y)).

Como f é diferenciavel, da relacdo acima e de (5.2), temos

z(x+Axy) —z(x,y) = fu(glx,y), h(x,y)) Au+ fo(g(x,y), h(x,y)) Av
+€e1 Au+ ey Av (6.9)
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onde €7 e €3 sdo fungdes de Au e Av, as quais tendem a zero quando ambos Au e Av
tendem a zero. Como g e h sdo continuas, pois sdo diferencidveis, segue-se que Au e
Av tendem a zero quando Ax tende a zero. Portanto, €; e €; tendem a zero quando
Ax tende a zero. Além disso, sendo g e I diferencidveis, as suas derivadas parciais em
relagdo a x existem. Logo,

Au gx+Ax,y) —g(x,y)
A Ax T A, Ax = &x(xy) (6.10)
e
Av h(x +Ax,y) —h(x,y)
A Ay T A, Ax = hx(x,y)- 611

Portanto, dividindo a equagdo (6.9) por Ax, tomando-se o limite quando Ax tende a
zero e usando (6.10) e (6.11), temos

0z . z(x+Any) —z(xy)
ox Ax—0 Ax

= Jim (fulsom) b)) 35 + ol b)) 35+ 5 1t 3o €

Ax—0
= fulu(x,y),0(x,y)) gx(x,y) + fu(g(x, v), h(x,y)) hx(x,y)
+8x(x,y) - 0+ hx(x,y) - 0

= fulu(x,y),0(x,y)) 8x(x,y) + fo(8(x,y), h(x,y)) hx(x,y).
De maneira andloga, considerando a variagdo de z quando passamos de (x, y) para

(x,y + Ay) e tendo em vista que as fungdes como f, g e h sdo diferencidveis, mostra-se
que

g_; _ AI;TO z(x,y+AAy;—z(x,y) — fu(u(x,),0(x,)) g+ folg(x,y), h(x,y)) I

Com isso provamos o teorema abaixo.
Teorema 6.2. Seja z = f(u,v), comu = g(x,y) ev = h(x,y). Se f, g e h forem diferen-
cidveis, entdo

oz dzou oz dv

ox ou dx  Jv dx

0z dz ou 0z dv
y  ouoy favay
No teorema acima, fica implicito que = é obtida tomando-se a derivada parcial de
f(u,v) emrelagdo a 1, a qual é uma fungao das varidveis u e v, na qual substituimos u
ev pelas fungoes, g(x,y) e h(x,y), respectivamente. De maneira analoga, fica implicito
que av £ ¢ obtida tomando-se a derivada parcial de f(u,v) em relagdo a v, a qual é uma
funcdo das varidveis u e v, na qual substituimos u e v pelas fungdes, g(x,y) e h(x,y),
respectivamente.
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0z

Exemplo 6.5. Sejaz = u+v*cosu, u=x>+y*ev =x—y. Calcule & ¢ 5

Solucdo. Do Teorema 6.2, temos

oz _ dzdu 0z oo
0x ou dx  dv ox
— (1 — v%sen u) (2x) 4+ (2ucosu)(1)
= 2x (1 —(x —y)? sen(x2+y2)) +2(x —y) cos(x* + y?).
De maneira andloga,

0z Jz du 0z dv

dy ~ oudy 0oy
= (1 —v%sen u) (2y) + (2ucosu)(—1)
= 2y <1 — (x —y)*sen(x* + y2)> —2(x — y) cos(x* + ).
U
Exercicio 6.2. Calcule % e g—i, onde z = f(u,v), comu = g(x,y) ev = h(x,y), sio dadas

abaixo.

Jz=u’+uv+o ,u=x+yev=x—y
Yz=u/v,u=xeyev=1+xe Y
)z=ucosv,u=x+yev=xy

)z =1uv+ 0% U= XCOSyev =1CosHX.

(a
(b
(c
(d

Podemos calcular derivadas de ordens superiores de z = f(u,v), onde u = g(x,y)
e v = h(x,y). Por exemplo

7 _ o (o
92x  oJx \dx

o (zu
~ 9x \oJu dx Jv Ix
9 (9z\ du 0z *u 9 [9z\ Jdv 0Jz d%*v
= — ===+t 5—t+=|=) =+ 5= ==
ox \du /) dx ou 9%2x 9dx \Jdv/) dx 0v Ox?
Aplicamos o Teorema 6.2 no célculos das derivadas % <g—fl) e % <g—f}> , isto é, olhamos

para g—fc e g—; como funcdes de u e v, onde estas sdo fungdes de x e de y. Ou seja,

9 () P, 0t
ox \ou/) 02u 9x Ovdu dx
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9 (o) _ Pz w9z
dx \dv/ Oudv dx = 9v? Jx
De maneira anéloga, calculamos as derivadas % (g—i) e a% <%>.

Exercicio 6.3. Sejaz = f(x,y), onde x = rcosf e y = rsen6. Mostre que
1 1
Zxx T Zyy = Zr + ) Zgg + - Zy.

Teorema 6.3. Sejaz = f(u), onde u = g(x,y), com f e g diferencidveis. Entdo,

o _ o

ox  du ox
e

2 _ i

dy  du dy’

Note que o teorema acima pode ser visto como um caso particular do Teorema 6.2
quando v = 0.

Exercicio 6.4. Mostre que se u(x,t) = f(x —at) + g(x + at), onde f e g tém derivadas de
segunda ordem, entdo u satisfaz a equagdo de onda

2
Ut = 4~ Uxy,

onde a é uma constante.

Exercicio 6.5. Se z = cos(x + y) + cos(x — y), mostre que
Zxx — Zyy - 0.

Exercicio 6.6. Dizemos que uma fungio f de duas varidveis é homogénea de grau n se
f(tx, ty) = t"f(x,y), para todo t, tal que (tx, ty) esteja no dominio de f. Por exemplo,

flx,y) = x2y + 2xy2 + 5y3

é homogeénea de grau 3. Dado uma fungio f(x,y) homogénea de ordem n, diferenciando
f(tx, ty) em relagdo a t e fazendo t = 1, mostre que

xfx(x,y) +yfy(x,y) = nf(x,y).
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6.2 A derivada direcional

6.2.1 A definicao da derivada direcional

Imagine que z = f(x,y) represente a temperatura numa chapa de metal plana no
ponto (x,y). Entdo as derivadas parciais fx(xo,yo) € fy(Xo, Yo) representam as taxas de
variagdes da temperatura no ponto (x,,Y,) em relagdo as dire¢des horizontal e verti-
cal, respectivamente. A seguir vamos definir a taxa de varia¢do de f(x,y) num ponto
(X0, o) na dire¢do de um vetor unitério qualquer 7 = (ny, n2).

A reta | que passa por P(x,,Y,) e tem a direcdo de 7i é dada pelos pontos (x,y) da
forma

(‘x’y) = (xO/yO) + t(nlan) - (xO + nlt/yo + nZ t)/

onde o paradmetro t é real.
A variagdo de f quando passamos de P(x,,,) para Q(x, + nit,yo +np t) é

Az = f(xo +n1tye,nat) — f(x0,Y0)
— . —
e como 7 tem norma 1, comprimento de PQ é
E—
[1PQI| = [I#[| = [¢] [[7]] = [¢].
Logo a taxa de variacdo média de f(x,y) quando passamos de Pa Q é

Az f(xo+mtyo,nat) — f(Xo,Yo)
t t .

Note que a medida em que variamos t, o ponto Q se move ao longo da reta [. Valores
positivos de t significa que PQ tem a mesma direcdo e sentido de 7, enquanto que
valores negativos de t significa que ITQ tem a mesma diregdo, porém sentido oposto ao
de 7.
A derivada direcional de f(x,y) no ponto P(x,,1,) na direcdo de #i é dada pelo
limite
}i_rz% f(xo+ nltyo/ZZ t) — f(xm.%),

caso ele exista, e neste caso é denotada por Dy f (xo, Yo )-
Seja
g(t) = f(xo +n1t,yo +not),
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entao,
Xo +nityy,not) — f(x,, i t) — (0
nf(x();yo) _%E}réf( 0 1 yO t2 ) f( 0 yo) :%E}%M :g/(o). (6.12)
Por outro lado, podemos ver g(t) como a seguinte composta: g(t) = f(x,y), com

x =u(t) =x,+ntey=o(t) =y, +nyt. Logo, se f for diferenciavel, segue da Regra
da Cadeia, Teorema 6.1, veja Exemplo 6.3, que

R0 = fu) o) o+ fylul), o) %

= fe(u(t),v(t)) m + fy(u(t), o(t)) na.
Portanto,
8'(0) = fx(xo,Yo) M1 + fy(Xo,Yo) n2 = V f(xo, o) - 7. (6.13)
Finalmente, de (6.12) e (6.13), concluimos que
Drf(x,y) = Vf(x,y) -7

Note que as derivadas parciais fy e f, sdo casos particulares de derivadas dire-
cionais quando /i =7 e 7i = J, respectivamente.
Exemplo 6.6. Determine a derivada direcional de f(x,y) = x*y? — 4x, no ponto (1, 1), na
diregdo do vetor 7 = 21+ 47.
Solucdo. Note que ¥ = v/20, logo, ¥ ndo é unitario. O unitdrio na diregdo e sentido de
vé
-2y
gl V5 VBT

Vf(x,y) = 2xy? 7+ 22%y7.

n=

<y

Por outro lado,

Logo,

Di(1, 1) = Vf(1,-1) - 7i = (2,-2) - (1/V5,2/V5) = \/3

Exercicio 6.7. Determine a taxa de variagio de f em P na direcdo de T.

(i) f(x,y) = 1+2x,/y, P(3,4) e 5 = (4,-3)

(ii) f(x,y) = ¥ —5xy 4+ 3y2, P(3,—-1) e ¥ = (1,1)
(iii) f(x,y) = In(x* + y2), P(2,1) e T = (—1,1)
(iv) f(x,y) = 73, P(2,—1,) e T = (4,3)

(v) f(x,y) = x>V, P(4,0) e T = (—1,3)

(vi) f(x,y) = arctg (y/x), P(4,—4) e T = (2,-3)
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6.2.2 A interpretacao geométrica do gradiente de uma funcao

Da defini¢do de produto escalar, temos
Vixy) i =V xy)ll il cos8 = [[Vf(x,y)]| cosé,

onde 0 é o angulo entre Vf(x,y) e #i. Como —1 < cosf < 1, temos o seguinte resul-
tado.

Teorema 6.4. Seja f(x,y) uma fungdo diferencidvel. Entdo,

(i) o valor mdximo da derivada direcional Dy f(x,y) é |V f(x,y)| e ocorre quando 7i tem a
mesma diregio e sentido do vetor gradiente V f (x, y).

(ii) o0 valor minimo da derivada direcional D5 f(x,y) é —|V f(x,y)| e ocorre quando # tem
a mesma diregio, porém sentido contririo ao do vetor gradiente V f (x,y).

Exemplo 6.7. Seja f(x,y) = x3¢*~%, P(1,0) e Q(0,1).

(a) Encontre a derivada direcional de f no ponto P(1,0), na diregio de P para Q.

(b) Ache o vetor unitdrio na diregdo e sentido em que f cresce mais rapidamente no ponto P
e determine a taxa de variagdo de f naquela diregio.

(c) Ache o vetor unitdrio na diregdo e sentido em que f decresce mais rapidamente no ponto
P e determine a taxa de variagdo de f naquela direcdo.

Solucao.
(a) Note que

VF(xy) = fe(xy)T+ fiyxy) ] = Bx* +27)e ¥ i— 2% ¥,

logo, V£(1,0) = (4e, —2¢). O vetor P_Q) = (1,—1), oseuunitario é ## = (1/+/2, —1//2).
Portanto,

D;f(1,0) = (4e, —2e) - (1/V/2,-1/V2) = 3V 2e.

(b) A derivada direcional cresce mais na dire¢do de sentido de Vf(1,0), ou seja,

quando
. V£(1,0) —
=== (2/V5,—-1/V5
Vi o~ )
e a taxa de variacdo de f nesta direcio é ||V £(1,0)|| = v29e.
(c) A derivada direcional decresce mais na dire¢do de sentido —V f(1,0), ou seja,
quando

o VL) -
= Vo = ¥ VEUYe)

e a taxa de variagdo de f nesta direcdo é ||V f(1,0)|| = —v/29e. O
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6.2.3 O gradiente e curvas de niveis

Seja f(x,y) uma funcéo diferencidvel e C uma curva de nivel de f. Se P(x,,1,) for
um ponto de C, entdo mostraremos que V f(x,,Y,) serd perpendicular a C no ponto
P(x,,Y,), veja Figura 6.1. Para mostrarmos este resultado, introduziremos o conceito
de parametrizacdo de uma curva.

Yy ‘

V f(%Xo, o)

tad

Figura 6.1: Seja C é curva de nivel de f(x,y) que ela passa pelo ponto P(x,,Y,), entdo
V f(x0,Y0) é perpendicular a C no ponto P(x,, o).

Definicdo 6.1. (Equagdes paramétricas de uma curva) Dada uma curva C no plano, dizemos
que as equagoes

x=x(t) e y=y()
comt € I, onde I é um intervalo da reta, sdo equagdes paramétricas de C (ou que elas nos dio
uma parametrizagio para C) se, a medida em que t varia, a ponta do vetor

— — —
() = x(t) T+ y(t) ]
descreve o conjunto de pontos de C, indo de uma extremidade a outra da curva.

Podemos ver C como uma trajetéria descrita por uma particula que se move no
— .« o~ .
plano e 7' (t) o seu vetor posigdo, no instante .
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Alguns exemplos de parametrizagdes:

H
1. Dadoum vetor V = (a,b) # (0,0) e um ponto (x,, ¥o), as equagdes
X=Xx+at e y=y,+bt,

t € R, representam uma parametrizacdo da reta que passa por (x,,Y,) e é paralela ao
—
vetor V.

2. Se C for o grafico de uma fungéo diferenciavel, y = f(x), onde a < x < b, entdo
uma possivel parametrizagdo de C é a seguinte:

x=t ¢ y=f(t),

ondea <t <b.

3. Seja C for o circulo de raio 4, centrado na origem. Dado um ponto P(x,y) de C,
seja t é o angulo entre o semi-eixo dos x positivos e o segmento de reta OP, medido no
sentido anti-horério. Entdo, da trigonometria, temos

X=acost e y=asent,

onde 0 < t < 27r. Estas equagdes nos ddo uma possivel parametrizagdo de C.

Dizemos que uma parametrizagdo de C é suave se x'(t) e y/(t) forem continuas e se
o vetor (velocidade)
() =X ()T +y ()] #0,
para todo t em I. As trés parametrizagdes dadas nos exemplos acima sdo todas suaves.
A hipétese de 7 (t) # 0, nos permite definir a tangente a C no ponto P(x(t),y(t)), ela é
a reta que passa por este ponto e é paralela a vetor 7' ()

Teorema 6.5. Seja f(x,vy) diferencidvel e C uma curva de nivel de f. Seja P(x,,Y,) um ponto
de C. Entdo V f(x,,Yo) serd perpendicular a C no ponto P.

Prova. Seja x = x(t) ey = y(t), t num intervalo I, uma parametriza¢do suave de C.
Dizer que Vf(x,y) é perpendicular a C no ponto P(x(t),y(t)) é equivalente a dizer

que
F(t) LVE(x(t),y(t) < 7(t) - VF(x(t),y(t) = 0.
Note que sendo C uma curva de nivel de f(x,y), esta fungdo é constante ao longo da

mesma, portanto,
f(x(t),y(t)) = constante,

para todo t em I. Da relacdo acima e da regra da cadeia, veja Teorema 6.1, concluimos
que

0= %f(x(t)/y(t)) = Vf(x(t),y(t)) -7 (1)
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Com isso concluimos a prova do teorema. O

Uma consequéncia do teorema acima é a seguinte: seja f(x,y) uma fungdo dife-
rencidvel, entdo naqueles pontos (xo,1,) onde V f(x,,1o) # 0, a dire¢do da taxa de
mdxima de variagdo de f(x,y) em (xo,1,) € ortogonal a curva de nivel de f(x,y) que
passa por (X,,Yo,). De fato, se V f(x,,1,) # 0, ele nos da a direcdo da taxa de variagio
méxima de f no ponto (x,,,), a qual pelo Teorema 6.5 é ortogonal a curva de nivel de
f(x,y) que passa por (x,,Y,), veja Figura 6.1.

Exercicio 6.8. Seja f(x,y) = x> —y?> e C a curva x> — y* = 1. Verifique que para todo
(X0,Y0) em C, 0 vetor V f(x,,Yo) é perpendicular a C, no ponto (xo, Yo).






Capitulo 7

Méaximos e minimos de fun¢des de duas
variaveis

O objetivo desta aula é de aplicar o conceito de derivadas parciais na resolugdo
problemas de méximos e minimos de func¢des de duas variaveis. Ao final desta aula, o
aluno deverad ser capaz de:

1. Saber os conceitos de maximos e minimos locais e globais e de ponto critico de
uma funcao de duas variaveis.

2. Devera saber como encontrar os pontos criticos de uma fung¢do de duas varidveis
e classifica-los.

3. Devera ser capaz de encontrar os valores maximo e minimo de uma fungdo con-
tinua de duas variaveis, definida num conjunto compacto.

7.1 Algumas definicdes

A seguir veremos as no¢des de maximos e minimos absolutos e locais para fungées
de dua variaveis.

Seja f : D — R, onde D é um subconjunto de R?e (%0,Yo) um ponto de D. Dize-
mos que f tem um maximo absoluto ou global (simplesmente um maximo) no ponto
(%0,Y0) se, e somente se, f(x,y) < f(xo,Yo), para todo (x,y) e D. Geometricamente, no
grafico de f ndo pode ter ponto mais alto que o ponto (X,, Yo, f (X0, Yo))-

De maneira andloga, dizemos que f tem um minimo absoluto ou global (ou sim-
plesmente um minimo) no ponto (x,,Y,) se, e somente se, f(x,y) < f(x,,Yo), para
todo (x,y) em D. Geometricamente, no grafico de f ndo pode ter ponto mais baixo

que o ponto (Xo, Yo, f (X0, Yo)).

71
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Exemplo 7.1. Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = x> +y> Entdo f(0,0) = 0éo
minimo de f no seu dominio, pois dados dois niimeros reais x e y quaisquer, termos

flxy) =2 +y* 2 0= £(0,0).
Por outro lado, f ndo possui mdximo no seu dominio, por qué?

Exemplo 7.2. Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = 1 — x> — y2. Entdo f(0,0) = 1éo0
mdximo de f no seu dominio, pois dados dois niimeros reais x e y quaisquer, temos

flxy) =1—x*—y* < 1= f(0,0).

Por outro lado, f ndo possui minimo no seu dominio, por qué?

Figura 7.1: O grédficodez =1 — x? — yz.

Em geral ndo é facil encontrar o maximo nem o minimo de uma funcdo de duas
varidveis como nos exemplos acima e, como salientamos, pode acontecer que a fun¢do
ndo tenha maximo, ou minimo, da mesma forma que acontece no caso de fung¢des de
apenas uma varidvel. O teorema abaixo nos d4 condig¢des suficientes para a existéncia
de méaximo e minimo de uma funcdo de duas varidveis.

Teorema 7.1. (Teorema do Valor Extremo) Seja D um subconjunto compacto de R?. Se f
for continua em D, entdo f assume os seus valores mdximo e minimo em D. Ou seja, existem
pontos (x1,Yy1) e (x2,y2) em D, tais que

flx,y1) < flxy) < flxo,y2),
para todo (x,y) em D.
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Nos exemplos 7.1 e 7.2 ambas as fung¢des sdo continuas, porém os seus dominios
ndo sdo compactos, por ndo serem limitados, portanto o teorema acima nao se aplica.

Defini¢do 7.1. Dada uma fungio f(x,y), seja (xo,Yo) um ponto do seu dominio.

o Se existir algum r > 0, tal que f(x,y) > f(xo,Yo), para todo (x,y) € B(x,,Yo;7),
entdo dizemos que f has a minimo local em (x,,Y,).

o Se existir algum r > 0, tal que f(x,y) < f(xo,Yo), para todo (x,y) € B(x,,Yo;7),
entdo dizemos que f has a mdximo local em (x,,1,).

Valores méximos e minimos locais de f sdo chamados de extremos locais de f.

E claro que méximos ou minimos globais também sdo méximos ou minimos locais.

No estudo de func¢do de uma varidvel, vimos que se g(x) fosse uma funcéo definida
numa vizinhanga de x,, ¢ diferencidvel neste ponto e se neste g tivesse um extremo
local, entéo,

¢'(x0) =0, (7.1)

com isso estabelecemos condicdo necessaria para que num dado ponto x,, no qual g
fosse diferencidvel, tivéssemos um maximo ou um minimo local.

Suponha que f(x,y) esteja definida numa vizinhanca de (x,,,), no qual as suas
derivadas parciais de primeira ordem existam e que neste f tenha um extremo local.
Para fixar as idéias, suporemos que f(x,,1,) seja um minimo local. Entdo, como f
tem um minimo local em (x,,y,), para valores de (x,y) suficientemente proximos de

(x0,Y0) devemos ter
f(x,y) = f(x0,Y0)

ou equivalentemente,
f(x,y) — f(xo0,40) > 0.

Em particular se tomarmos (x,y) da forma (x, + h,y,), onde h é suficentemente pe-
queno, teremos

g(x) = f(xo +h,yo) — f(x0,¥0) > 0. (7.2)

Como assumimos que derivada fy(x,,Y,) existe, a fungdo g(x) é diferencidvel em x,,
pois §'(x0) = fx(X0,Y0). Além disso, de (7.2), g(x) tem um minimo local em x, e de
(7.1), devemos ter g’(x,) = 0. Portanto,

frx(%o0,¥0) = 0.

De maneira andloga, se f tem um minimo local em (x,,,), entdo para h suficiente-
mente pequeno, teremos

w(y) = f(xo0, Yo + 1) — f(x0,40) > 0. (7.3)
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Como assumimos que derivada f,(x,,Y,) existe, a fungao w(y) é diferenciavel em y,,
pois W' (yo) = fy(Xo,Yo). Além disso, de (7.3), w(y) tem um minimo local em y, e de
(7.1), devemos ter w'(y,) = 0. Portanto,

fy(xOr}/O) =0.

Se f(x,y) tivéssemos assumido que f(x,y) tinha um maximo local em (x,,Y,), as
fungoes g(x) e w(y) teriam maximos locais em x, e y,, respectivamente, e de (7.1), con-
cluirfamos novamente que fx(Xo,¥o) = 0 = fy(Xo,Y,). Com isso provamos o teorema
abaixo.

Teorema 7.2. Suponha que f(x,y) esteja definida numa vizinhanga de (x,,Y,), na qual as
derivadas parciais de primeira ordem existam e que neste f tenha um extremo local. Entdo,

fx(x0,40) =0 = fy(xo,Y0)

Definicao 7.2. Um ponto onde alguma das derivadas fy ou f, ndo existir, ou onde f, = f;, =0
é chamado de um ponto critico de f.

Observagao 7.1. Dada a fungio f(x,y) = y* — x?, temos que f+(0,0) = 0 = £,(0,0),
contudo f(0,0) = 0 ndo é nem mdximo nem minimo local de f. De fato, se nos aproximarmos
de (0,0) ao longo do eixo x, temos f(x,0) = —x> < 0 = £(0,0), se x # 0. Por outro lado, se
nos aproximarmos de (0,0) ao longo do eixo y, teremos f(0,y) = y*> > 0 = £(0,0), sey # 0.
Portanto, em qualquer vizinhanga de (0,0), f assume valores que sdo maiores e valores que sio
menores do que f(0,0). Um ponto critico no qual nido hd nem mdximo nem minimo local é
chamado ponto de sela.

Figura 7.2: A origem é um ponto de sela de z = y? — x2.

O Teorema 7.2 nos diz que maximos e minimos de fung¢des diferencidveis ocorrem
nos seus pontos criticos. Portanto, para descobrirmos os maximos e os minimos de
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uma fungdo diferencidvel f(x,y) numa regido aberta D do plano, a primeira coisa a
fazer é encontrar os pontos (x,y) nos quais ambas f,(x,y) e f,(x,y) se anulam. Se
ndo houver pontos criticos em D, poderemos afirmar que f ndo tem nem minimo nem
maximo local em D. Se houver pontos criticos em D, deveremos examinar cada um
deles, pois nem sempre um ponto critico é ponto de minimo ou de maximo, conforme
ja vimos. Por isso seria importante se tivéssemos um critério que nos permitisse carac-
terizar os pontos criticos de uma fungao diferencidvel.

Teorema 7.3. (Classificagio dos pontos criticos) Suponha que f tenha todas as derivadas
parciais até sequnda ordem continuas numa vizinhanga de um ponto critico (x,,VY,). Seja

_ .X'X( or O) X ( (4 0) —
) = ) i) ) st~

(i) Se A(x,,Y0) < 0, entdo o ponto (x,,Y,) serd um ponto de sela de f(x,y).

(ii) Se A(x,,Y0) > 0, entdo f(x,,Yo) serd um mdximo local de f(x,y), se fxx(Xo,Yo) <0
e um minimo local de f(x,y), se fxx(X0,Yo) > 0.

(iii) Se A(x,,Y0) = 0, a natureza de (x,,Y,) ndo é determinada por este teste.

Por ser um pouco técnica, deixamos a demonstracdo deste teorema para o final
deste capitulo, veja Secdo 7.3.

Exemplo 7.3. Encontre os extremos locais de
f(x,y) = x> +xy+y* —2x -2y
(veja Figura 7.3).

Solugdo. Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, os seus pontos criticos
sdo os pontos (x,y), nos quais fy(x,y) = Oe fy(x,y) = 0. Como fr =2x+y—2e
fy = x+2y — 2, devemos ter

2x+y = 2
x+2y = 2,

cujasolugdoéx =2/3 ey = 2/3. As derivadas parciais de segunda ordem sao f,y = 2,
fry = 1e fyy = 2. Logo,

Alx,y) = (2)(2) - (1)* =3 >0,
logo, temos um maximo ou minimo local em (2/3,2/3). Como
fxx(2/3;2/3) =2>0,

segue-se que o temos um minimo local em (2/3,2/3). O
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240

230

220

Figura 7.3: Gréfico de f(x,y) = x*> + xy + y*> — 2x — 2y.

Exemplo 7.4. Encontre e classifique os pontos criticos de

flry) = dxy —20% =y
(veja Figura 7.4).

Solugdo. Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, os seus pontos criticos sdo
os pontos (x,y), nos quais fr(x,y) = 0e f,(x,y) = 0. Portanto, os pontos criticos de f
sdo solugdes do seguinte sistema de equagdes:

0 = filx,y) =4y —4x
0 = fylxy) =4x—4°.

Da primeira equacdo, temos y = x, substituindo esta relagdo na segunda equagdo
acima, temos, 4x(1 — x?) = 0, portanto, temos x = 0, x = 1 e x = —1. Portanto,
os pontos criticos sdo (0,0), (1,1), e (=1, —1). Como fux(x,y) = —4, fyy(x,y) = —12y?
e fyy = 4, temos

A(x,y) = 48y* — 16.
Portanto, A(0,0) = —16 < 0, logo, (0,0) é um ponto de sela. Por outro lado, nos pon-

tos (1,1) e (—1,—1), temos A = 32 > 0, portanto, cada um destes pontos é um extremo
local. Como fyy(x,y) = —4 < 0, ambos sdo maximos locais. O
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Figura 7.4: Gréfico de 4xy — 2x% — y*.

Exemplo 7.5. Encontre e classifique os pontos criticos de
flx,y) =x>+y°> —3x -3y
(veja Figura 7.5).

Solugdo. Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, os seus pontos criticos sdo
os (x,y) nos quais fx(x,y) = 0e f,(x,y) = 0, ou seja, sdo solugdes do seguinte sistema
X*—-1 =0
y2 -1 = 0.

Portanto, (1, 1), (1,1), (—=1,1) e (=1, —1). Note que fy,(x,y) = 0, fxx(x,y) = 6x e

frx (x/ ]/) = 6y, portanto,
A(x,y) = 36xy.

Entao
A(l,-1) =A(—-1,1) =-36 <0

e concluimos que os pontos (—1,1) e (—1, —1) sdo pontos de sela. Note que
A(1,1) = A(=1,-1) =36 > 0,

como fyxx(1,1) = 6 > 0, temos um ponto de minimo local em (1,1), por outro lado,
fax(—1,—1) = =6 < 0, logo em (—1, —1) temos um méximo local. O
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Figura 7.5: Gréfico de f(x,y) = x> +y> — 3x — 3y.

Exercicio 7.1. Determinar os mdximos e os minimos locais da fungio

1 64
f(xy) —xy+;—?,

na regido D = {(x,y) : x <0ey > 0}.
Exercicio 7.2. Mostre que
g(x,y) = sen(xy) + senx + seny

( veja Figura 7.6), admite mdximo local em (71/3,7t/3) e minimo local em (57t/3,57/3).
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Figura 7.6: Grafico de g(x,y) = sen(xy) + senx + seny.

Exemplo 7.6. Mostre que o valor mdximo e o valor minimo de f(x,y) = x* — y* no disco D,
dado por x*> + y* < 1, ocorrem na fronteira deste. Calcular estes extremos globais.

Solugdo. Como f(x,y) é diferencidvel para todo (x,y) dentro do disco, segue-se que
0s seus pontos criticos dentro do disco, caso existam, sdo as solucdes de V f(x,y) = 0.
Por outro lado, Vf(x,y) = (x,y). Portanto (0,0) é o tnico ponto critico de f dentro do
disco. Vimos na Observacao 7.1 que (0,0) é um ponto de sela. Como f(x, y) é continua
e o seu dominio D é compacto, pelo Teorema 7.1, ela deve assumir os seus valores
maximos e minimos em D. Como eles ndo podem estar dentro do disco, pois o tnico
ponto critico 14 é (0,0), o qual é um ponto de sela, 0o maximo e o minimo devem ocorrer
na fronteira de D, ou seja, no circulo xZ 4 yz =1.

No circulo temos y?> = 1 — x?, substituindo esta relacio na expressao para f(x,y),
temos

flay) = flx,1-x%) =22 ~1=g(x),

onde —1 < x < 1. Com isso os valores maximo e minimo de f em D sdo os valores
méaximo e minimo de ¢(x), em —1 < x < 1. Uma conta simples nos leva aos valores
—1 e 1 como o minimo e méximo de g, respectivamente. Portanto, os valores minimo
e maximo de f no disco D sdo —1 e 1, respectivamente. O
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2000

1000

-1000

Figura 7.7: Gréafico de f(x,y) = 18x% — 32y — 36x — 128y + 15.

Exemplo 7.7. Mostre que
f(x,y) = 18x* — 32y — 36x — 128y + 15,
('veja Figura 7.7), tem um tinico ponto critico no R?, o qual é um ponto de sela.
Exemplo 7.8. Encontre e classifique os pontos criticos de
flry) =x*+y' —day +1

( veja Figura 7.8).
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207

Figura 7.8: Gréfico de f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1.

Exercicio 7.3. Discuta a natureza dos pontos criticos de cada uma das fungdes abaixo.

() f(x,y) = x* =y (h) f(x,y) =9 —2x + 4y — x2 — 4y
(b) f(x,y) = 3xy — x* — i/ (i) f(x,y) = ¥3y +12x% — 8y

(c flxy) = 2x" +y* —x* — 22 (/) f(x,y) = v x7

(d) f(x,y) = 4x* — 12xy + 9y* (k) f(x,y) =yv/x —y* = x + 6y
(e) f(x,y) = x*+y* (I) f(x,y) = e*cosy

(f) flxy) = x* =y (m) f(x,y) = x*+y* —daxy + 1
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7.2 Aplicacdes

A partir do Teorema 7.1, temos um procedimento para encontrar os valores maximos
e minimos de uma fungdo continua, definida num conjunto limitado e fechado D:

e Calculamos f nos pontos criticos (pontos interiores de D onde fy = f;, = 0 ou
alguma das derivadas fy ou f, nédo exista).

e Calculamos os valores de f na fronteira de D.

e O maior e o menor dos valores de f obtidos nos itens acima nos darao os valores
maximo e minimo de f em D.

Exemplo 7.9. Seja

flx,y) =4y —22° — o,
definida no quadrado D = {(x,y) : |x| < 2,|y| < 2} (veja Figura 7.4). Encontre os valores
mdximos e minimos de f em D.

Solugdao. Como f é um polinémio, ela é diferencidvel em todos os pontos interiores
de D, portanto, os pontos criticos de f sdo os pontos no interior de D, nos quais
Vf(x,y) = (0,0), ou seja, sdo solugdes do seguinte sistema de equagdes:

0 = filx,y) =4y —4x
0 = fy(xy) = 4x— 4/,

Portanto, os pontos criticos de f sdo (0,0), (1,1), e (=1, —1), nos quais f vale0, 1 e 1,
respectivamente.

Os valores maximo e minimo de f tém que ser atingidos em algum destes pontos
ou em pontos da fronteira de D.

A seguir estudaremos os valores de f na fronteira de D, a qual é formada de quatro
segmentos de reta.

No segmento x = 2e —2 < y < 2, temos f(x,y) = -8+ 8y — y* = ¢(y). Como a
fun¢do g(y) é continua no intervalo fechado e limitado [—2,2], ela assume os valores
maximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sdo os pontos do interior deste
intervalo nos quais ¢'(y) = 8 —4y® = 0, ou seja, y = 2173 e g(21/3) = -8 —1021/3.
Além disso, nas extremidades do intervalo, temos g(2) = —8 e g(—2) = —40.

No segmento x = —2e —2 < y < 2, temos f(x,y) = —8 — 8y — y* = h(y). Como
a fungdo h(y) é continua no intervalo fechado e limitado [—2, 2], ela assume os valores
mdaximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sdo dados por 1’ (y) = —8 —4y> = 0,
ouseja, y = —21/3 e h(—21/3) = —8 — 621/3. Além disso, h(2) = —40 e h(—2) = 8.

No segmento y = 2, —2 < x < 2, temos f(x,y) = —16 + 8x — 2x*> = g(x). Como
a fungéo g(x) é continua no intervalo fechado e limitado [—2, 2], ela assume os valores
méximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sdo dados por g’ (x) = 8 — 4x = 0,
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ou seja, x = 2. Logo g ndo tem pontos criticos no interior do seu dominio, portanto,
0os maximos e minimos estdo nas extremidades do intervalo, ou seja, nos pontos 2 e

—2. Note que g(2) = 0 e g(—2) = —32, que sdo os seus valores méximo e minimo,
respectivamente.

No segmentoy = —2, —2 < x < 2, temos f(x,y) = —16 — 8x — 2x? = w(x). Como
a fungdo w(x) é continua no intervalo fechado e limitado [—2, 2], ela assume os valores
méximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sdo dados por w'(x) = —8 —4x = 0,
ou seja, x = —2. Logo w ndo tem pontos criticos no interior do seu dominio, portanto,
0s maximos e minimos estdo nas extremidades do intervalo, ou seja, nos pontos 2 e
—2. Note que w(2) = —40 e w(—2) = —4, que sdo os seus valores minimo e maximo,
respectivamente.

Comparando-se os valores de f no interior de D e na fronteira, concluimos que o
seu minimo —40 e ocorre nos pontos de fronteira de (2, —2) e (—2,2) e 0 seu maximo
é 1 e é atingido nos pontos interiores (1,1) e (—1, —1). O

Exemplo 7.10. Determine os valores mdximo e minimo globais de f(x,y) = x> — 2xy + 2y
no retdngulo D = {(x,y) : 0 <x <3,0<y <2}

Solucdo. Como D é limitado e fechado e f é continua em D, entdo, f assume os valores
maximo e minimo globais em D. A tinica solugdo de fy = 0e f, = 0é o ponto (1,1), o
qual estd no interior de D. Pelo Teste da Derivada Segunda, (1,1) é um ponto de sela
de f. Portanto, ndo ha maximos nem minimos locais de f no interior de D. Portanto,
os valores maximos e minimos globais de f ocorrem na fronteira de D.

Estudo de f na fronteira de D:
(i) No segmento de retay = 0,0 < x < 3, temos f(x,y) = x2, logo,

0< f(x,y) <O.

(i) No segmento de reta x = 0,0 < y < 2, temos f(x,y) = 2y, logo,
0< f(x,y) <4.

(iii) No segmento de reta y = 2,0 < x < 3, temos f(x,y) = (x —2)?, logo,
0< f(xy) <4

(iv) No segmento de reta x = 3,0 < y < 2, temos f(x,y) =9 — 4y, logo,
1< flx,y) <9.

Portanto, o menor e o maior valores de f na fronteira de D sdo 0 e 9, respectiva-
mente. Os quais sdo os valores minimo e méximo globais de f. O
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Exercicio 7.4. Dada a fungio f(x,y) = x> — 2xy + 3y? — x no quadrado
D={(xy) :0<x<1,0<y<1},

encontre todos o0s seus pontos criticos e encontre o seus mdximo e minimo.

Exercicio 7.5. Mostre que H(x,y) = x*y* + x*y? — 3x%y?> + 1 > 0 para todo (x,v).

Exercicio 7.6. Determine os valores mdximo e minimo globais de f no conjunto D.
(a) f(x,y) = 4—3x+4y e D éa regido triangular fechada com vértices (0,0), (4,0) e

flx,y) =yv/x—y>*—x+6yeD={(x,y) : 0<x<9,0<y<5}.
fry) =24y eD ={(xy) : ¥ +y* <1}.
—3x — y® + 12y e D é o quadrildtero cujos vértices sio (—2,3), (2,3),

Exercicio 7.7. Dada uma regido triangular equilateral, qual é a posi¢io do ponto P desta regido,
tal que o produto das distdncias de P aos vértices seja mdxima?

Exercicio 7.8. Determine o ponto do plano 6x + 4y — 3z = 2 mais préximo do ponto (2, —2,3).
Qual é a distdncia entre eles?

Exercicio 7.9. Determine os pontos da superficie x>y*z = 1 que estdo mais préximos da
origem.

Exercicio 7.10. Determine trés niimeros positivos cuja soma seja 100 e cujo o produto seja
maximo.

7.3 Prova do Teorema 7.3

Temos a seguinte forma do Teorema do Valor Médio para integracdo (a qual é uma
consequéncia do Teorema do Valor Intermedidrio): sejam f, g : [2,b] — R continuas e
¢ ndo negativa em [a, b]. Entdo existe f em (a,b) tal que

b b
| fgwa = 7@ [ g, 7.4

Assumiremos que que f(x, y) tenha derivadas parciais de segunda ordem continuas
na bola B(x,, Yo;6) e que V f (%o, Yo) = 0.

Seja (x1,y1) € B(x0,Yo;9) fixo, porém arbitrdrio. Para0 < t <1, o ponto (tx, + (1 —
t)x1,tyo + (1 — t)y;) também estd na bola B(x,,y,;d), pois ele esta sobre o segmento
de reta que liga (%o, o) a (x1,y1). Defina

w(t) = f(txo + (1 —t)xy, ty, + (1 — t)y1),
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entdo do Teorema Fundamental do Célculo e integracdo por partes, temos

FGogo) = fy) = w(1) —w(©) = [ w(o) di= [/ (0~ [ w10

onde 0 < t < 1. Na ultima igualdade, usamos (7.4), onde tomamos g(t) = t. Em vista
de (6.6), (6.7) e (6.8) e assumindo que V f(x,,Y,) = 0, temos

£ ) — F(xoryo) = (Ax)” frx (31, 71) + (Ax)(Ay)é‘xy (%1, 71) + (Ay)* fyy (31, ) 75)

onde Ax = x1 — X0, Ay = y1 —yo e (X, V) = (txo + (1 — £)xq, tyo + (1 — £)y1), portanto
esta sobre o segmento de reta ligando (xo, o) € (X1, Y1)

A seguir estudaremos o sinal do lado direito de (7.5), para isso precisaremos do
seguinte lema.

Lema 7.3.1. Seja
P(x,y) = Ax? + 2Bxy + Cyz,

onde A, B e C sdo constantes. Defina A = AC — B2,

(i) Se A > 0, entdo, P(x,y) nio muda de sinal para todo (x,y) # (0,0) e o sinal de P(x,y)
é 0 mesmo que o sinal de A.

(ii) Se A < 0, entdo existem duas retas passando pela origem, tal que numa delas temos
P(x,y) > Opara todo (x,y) # (0,0) e na outra temos P(x,y) < 0, para todo (x,y) # (0,0).

Prova. A seguir mostraremos (i). Se A > 0, entdo, AC > 0, em particular A # 0.
Podemos escrever

AP(x,y) = A%x* + 2ABxy + ACy? = (Ax+ By)?> + (AC — B>)y* = (Ax+ By)2 + Ay? > 0,

para todo (x,y) # (0,0), portanto, A e P tém o mesmo sinal.

A seguir mostraremos (ii). Suponha que A < 0. Dado um ponto (x1,y1) # (0,0),
a reta que passa por este ponto e a origem é dada pelos pontos da forma A(x3,y1),
onde A assume valores reais. Por outro lado, P(Ax1, Ay1) = A?P(x1,1), logo o sinal de
P(x,y) é o mesmo que o de P(x1,y1)m para todo (x,y) # (0,0). Portanto a existéncia
de dois pontos nos quais P(x,y) tem sinais diferentes, implicara na existéncia de duas
retas passando pela origem nas quais P(x,y) tem sinais contrarios.

Note que

AB? —2B%A 4 CA? = AA
P(C,—B) = AC*-2B?C+CB?*=CA.

=

=
|

=
I
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Suponha que A # 0, entdo da primeira relacdo acima, concluimos que P(1,0) = A e

P(—1,0) = —A, portanto, temos dois pontos nos quais os sinais de P(x,y) sdo opos-
tos. Por outro lado, se C # 0, da segunda relagdo acima temos que P(0,1) = C e
P(0,—1) = —C e teremos dois pontos onde P(x,y) tem sinais oposto. Finalmente, se

A =0 = C, portanto, B # 0, temos P(x,y) = 2Bxy e concluimos que P tem sinais opos-
tos nos pontos (1, —1) e (—1,1). Resumindo, podemos sempre encontrar dois pontos
nos quais P(x,y) tém sinais opostos. O

Agora voltemos a equacao (7.5). Seja

Alx,y) = fxx(x/y)fyy(x/y) - (fxy(x/y))z-

A continuidade das derivadas parciais de segunda ordem de f(x,y) em B(x,,Y,;J)
implica na continuidade de fyxx(x,y) e A(x,y) na mesma.

(i) Suponha A(xo,Y0) > 0 e fix(X0,Yo) # 0, entdo existird uma vizinhanga de
(X0,Y0), a qual podemos assumir que é a bola B(x,, yo;6), na qual A(x,y) > 0e frx(x,y)
tem o mesmo sinal de fix(X,,1,). Portanto, o mesmo acontecerda A(X,V) e fix(X,7),
pois (X,Yy) € B(xy,Y0;6). No Lema 7.3.1 tome P(x,y) de modo que A = fu(X,Y),

B = fuy/(x,7) e C = f,y(X,¥). Entdo
f(x1,92) = f(x0, o) = P(Ax, Ay).

O Lema 7.3.1 diz que P(x,y) e A tém o mesmo sinal, para todo (x,y) # (0,0), em
particular, P(Ax, Ay) e A tém o mesmo sinal, se (Ax,Ay) # (0,0), temos igualdade
somente se (Ax, Ay) = (0,0).

Portanto, se fx,,(xo,Yo) > 0, teremos P(Ax, Ay) > 0, portanto, para todo (x1,1) na
bola B(x,, yo; 6), teremos

flx1,y1) = f(x0,¥0) >0,

onde a igualdade ocorre somente se (x1,y1) = (X,,Yo), 0 que mostra que f(x,y) tem
um minimo local em (x,, o).

De maneira analoga, se fy (X0, ¥o) < 0, teremos P(Ax, Ay) < 0, portanto, para todo
(x1,y1) nabola B(x,, yo; 6), teremos

f(x1,y1) = f(x0,¥0) <0,

onde a igualdade ocorre somente se (x1,y1) = (X,,Yo), 0 que mostra que f(x,y) tem
um méaximo local em (x,, y,).

(ii) Suponha que A(x,,y,) < 0. Mostraremos que em qualquer vizinhanga de
(%0,Y0) a funcdo f(x,y) assume valores maiores e menores do que f(xo,Y,). Podemos
escrever (Ax,Ay) = (rcos6,rsen®). Entdo,

P(Ax,Ay) = P(rcosf,rsenf) = r*P(cos 6, senf),
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onde os coeficientes A, B e C de P(cos 0, senf) dependem continuamente de (X, 7).
Portanto,

lim P(cos 6, sen®) = frx(Xo,Yo)(cos 0)* + 2fxy(xo, o) (cos 6 sen )

r—0
+ fyy (X0, Y0) (sen 6)?
= P,(cos6, senb). (7.6)

Como A(x,,Y,) < 0, 0 Lema 7.3.1 implica que P,(cos 6, senf) toma valores posi-
tivos e negativos para 0 < 0 < 27 (tome como 6’ e 8" os angulos que as retas encon-
tradas no Lema 7.3.1 fazem com o eixo x). Sejam 6’ e 0", tais que P,(cos 6, sen@’) > 0
e Py(cost”, sen”) < 0. Por causa disso e de (7.6), estas relagdes também sdo ver-
dadeiras para valores de r pequenos, ou seja, existe um r, > 0, tal que P (Ax, Ay) > 0,
desde que (Ax,Ay) = (rcosf,rsenf’) e 0 < r < r, e P(Ax,Ay) < 0, desde que
(Ax,Ay) = (rcos6”,rsen8”) e 0 < r < r,. Com isso concluimos a demonstragdo do
Teorema 7.3. 0J






Capitulo 8

Leitura Complementar

Embora o objetivo deste livro tenha sido o estudo de fun¢des de duas varidveis,
neste capitulo estamos estendendo os resultados vistos nos capitulos anteriores para
fungdes de mais de duas varidveis, servindo este capitulo mais como uma complemen-
tagdo dos estudos propostos. Como a passagem de trés para n variaveis é imediata,
vamos nos concentrar em fungdes de trés variaveis apenas.

Os conceitos de conjuntos abertos, fechados e compactos, de vizinhanga e de vizi-
nhanga deletada vistos em IR?, estendem-se de uma maneira natural para o R3. Va-
lendo a pena ressaltar que no R3 uma bola aberta de raio a, centrada no ponto (Xo, Yo, Zo),
a qual denotaremos por B(x,, Yo, Zo; ), € dada pelo pontos (x,y,z) € R3, tais que

(x — x0)2 +(y— .1/0)2 + (z - ZO)Z <

A extensdo dos conceitos de dominio, de imagem e de gréafico, as defini¢bes de
limite e de continuidade para fung¢des de trés varidveis também é imediata.

8.1 Derivadas parciais e diferenciabilidade de fun¢des mais
de duas variaveis

Defini¢do 8.1. (Derivadas parciais para fungdes de trés varidveis) Seja f definida numa vizi-
nhanga do ponto (X,, Yo, Zo), se 0 limite

lim (%, Y0,20) — f (X0, Yo, 20)

X—Xo X — xO

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo x no ponto (x,,Yo,2), 0 qual
denotaremos por fx(Xo,Yo,20) 0U %(xo,yo,zo).

89
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Se o limite
lim f(%o0,Y,20) = f(Xo0,Y0,20)
Y=Yo Y—"Yo
existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo y no ponto (x,,Yo,20), 0 qual
denotaremos por fy(Xo, Yo, Zo) Ol %(xo,yo, Zp).
Finalmente, se o limite

lim f(x0,Y0,2) — f (X0, Yo, Zo)

Z—2Zo Z—Zy

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagio z no ponto (x,,Yo,2,), 0 qual
denotaremos por f-(Xo, Yo, Zo) OU %(xo,yo,zo).

Para uma funcao de trés varidveis, valem as mesmas observagdes que foram feitas
para fungdes de duas varidveis: ao tomarmos a derivada parcial em relagdo a uma das
varidveis, as outras duas varidveis sdo tratadas como constantes e tudo se passa como
se estivéssemos calculando a derivada de uma fun¢do de apenas uma varidvel.

Defini¢do 8.2. (Diferenciabilidade para fun¢do de trés varidveis) Seja w = f(x,y,z),
tal que suas derivadas parciais fy(Xo,Yo,20), fy(Xo,Yo,Z0) € fz(Xo,Yo,20) existam. Dizemos
que f é diferencidvel em (x,,Yo,20), Se

fxo+Ax, 90 + Ay, 20 +Dz) = f(X0,Y0,20) + fr(Xo,Yo,20)AX + fy (X0, Yo,20) Ay
+€1Ax + e2Ay + €34z, (8.1)

onde €1, €y e €3 sio fungdes de Ax, Ay e Az, as quais tendem a zero quando Ax, Ay e Az
tenderem simultaneamente a zero.

Como no caso de duas variaveis, para fungdes de trés varidveis a diferenciabilidade
implica em continuidade.

Mostra-se que fy, f, e f existirem numa vizinhanga de (x,, Yo, z,) e forem continuas
neste ponto, entdo f(x,y,z) sera diferencidvel em (x,, Yo, 2,), que é o andlogo do Teo-
rema 5.1. Deste resultado, segue-se que se as derivadas fy, f, e f; forem continuas
numa vizinhanga de um ponto, entdo f tem que ser continua na mesma, visto que
diferenciabilidade implica em continuidade.

O andlogo do Teorema 6.1 para uma funcdo de trés variaveis é dado abaixo.

Teorema 8.1. Seja w = f(x,y,z) uma fungio diferencidvel de x, y e z, onde x = x(t),
y = y(t) e z = z(t) sdo fungdes diferencidveis de t. Entido w = f(x(t),y(t),z(t)) é uma
fungdo diferencidvel de t e

dw owdx Jdwdy Jwdz

A oxdt Toydt azar

O préximo teorema é uma generalizacdo do Teorema 6.2 para uma funcéo f de trés
variaveis.
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Teorema 8.2. Sejaw = F(u,v,z), comu = g(x,y), v =h(x,y) ez = f(x,y). SeF, g, he
f forem diferencidveis, entdo

o _ dwou  dwd  dw o
ox Ju dx OJv dx 0z Jx

ow Jwou OJw dv Jw 0Jz

a ~ auay ovay  ozoay
Exemplo 8.1. Seja w = F(x,y,z), onde z = f(x,y), com F e f diferencidveis. Mostre que
we(x,y) = E(oy f(xy) +Exy, foy) z:(xy) (8.2)
e
wy(x,y) = Ky f(xy) +EQy f(xy)) zy(xy)- (83)

Solugdo. Seja (x,y) fixado, seja Az = f(x + Ax,y) — f(x,y), entdo como F é dife-
renciavel, temos

w(x+Ax,y) —w(xy) = Flx+Axy f(x,y)+Az) = F(x,y, f(x,y))
= FE(oy f(oy)dx + FE(x,y, f(x,y))Az
+€e1 Ax +er 0+ €3 Az.

Como f é continua, €1, €2 e €3 tendem a zero quando Ax. Logo,

() — tim P ATY) — ()

Ax—0 Ax :Fx(x’y’f(x’y))+F2(x'y'f(x/y)) Zy,

o que mostra (8.2). De maneira andloga, mostra-se (8.3). O
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8.2 Derivacao implicita

Consideremos uma equagdo da forma
F(x,y,z) =0, (8.4)

onde as derivadas parciais de primeira ordem de F(x, y, z) sdo continuas numa vizinhanga
de (%o, Yo, 20)- Se
F(xo/ Yo, Zo) =0

oF

g (-xO/ yo/ ZO) # O/
entdo o Teorema da Fungao Implicita, nos afirma que a equacdo (8.4) nos define a
variavel z com funcédo de x e y, numa vizinhanga do ponto (x0,Yo), mais precisamente,
existe uma func¢do z = f(x,y), diferencidvel com derivadas parciais de primeira ordem
continuas numa vizinhanga V do ponto (x,, y,), tal que

f(x0,40) =20, F(x,y,f(x,y)) =0, paratodo (x,y) € V.

A seguir veremos como calcular as derivadas parciais da fun¢do z = f(x,y).
Como

w(x,y) =F(x,y f(x,y)) =0,

para todo (x,y) € V, segue que wy(x,y) = 0 = wy(x,y) em V, logo de (8.2) e (8.3),
temos

ow

Ozngx—"Fzzx
e
Jw
Portanto,
F, F,
Zy = ——=, Zy= ——. 8.5
* E~ Y E (8.5)

Exemplo 8.2. Calcule zy e zy, onde x> + y° + 2% + 6xyz = 1.

Solugdo. Seja F(x,y,z) = x° +1° + 2> + 6xyz — 1, entdo Fy = 3x* + 6yz, F, = 3y* + 6xz
eF, =322+ 6xy, portanto de (8.5) concluimos que

3% +6yz  xPH42yz , 3y 46xz  yP+42xz
322 +6xy  z2+2xy’ Y 322+4+6xy  z22+2xy’

Zy
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O

Na pratica ndo precisamos guardar as férmulas dadas em (8.5), por exemplo, dada
uma equacgao tipo
Bryi B teyz=1,

se assumirmos que ela define z = f(x,y), o que fazemos para calcular z, é derivarmos
a equagao
By +2+oxyz=1

parcialmente em relacdo a x, lembrando que z é funcdo de x e y, ou seja,

d [ 3 3, .3 _ a1l

a(x +y +z +6xyz> =57

o que nos d&

3x?% + 322 Zy +6yz+6xYy2zr =0,
x242yz

da qual encontramos zy = — 57~ T2y

. De maneira anédloga, podemos encontramos z,,.
Exercicio 8.1. Calcule zy e zy, se z = f(x,y) é definida implicitamente pela equacio abaixo.

) 2x2° — 3yz? + x*y* + 4z =0

) xz% +2x%y —4y’z + 3y —2=0
) xe¥* — 2ye** 4 3z =1

) yx? +z? + cos(xyz) = 4

) x* +y? + 22 = 3xyz
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8.3 Plano tangente a superficie F(x,y,z) =0

Seja S a superficie dada pela equacgdo F(x,y,z) = 0, onde F é diferencidvel. Vamos
encontrar a equacdo do plano tangente a S no ponto (x,, Yo, z,), onde F;(Xo,Yo,20) 7
0. De acordo com o Teorema da Funcdo Implicita, a equagdo F(x,y,z) = 0 define
implicitamente z = f(x,y) numa vizinhanga de (x,, y,). De (5.4) a equagdo deste plano
é dada por

z =20+ fx(xo0,Y0)(x — Xo) +fy(xo/y0)(y —Yo),

por outro lado, de (8.5)

Fy(xo/ Yo, Zo)
Fz(xo/ Yo, Zo) ’

Fx (xo/ Yo, Zo)

fX(xO,yO) - Fz(xo/ Yo, Zo)

e fy(xo/]/O) ==

portanto, a equacdo do plano tangente a S no ponto (xo, Yo, 2o) €

Fx(xo/yo/ Zo)(x - xo) - Fy(xo/yo/ Zo)(y - yo) + Fz(xo/ Yo, Zo)(z - Zo) =0. (8.6)
Portanto, o vetor VF(x,,Y,,z,) € normal a superficie S no ponto (x,, Yo, Zo).

Exemplo 8.3. Encontre a equacio do plano tangente a superficie x> + y? + z> = 1, no ponto
(0,0,1).

Solugdo. Neste caso, F(x,y,z) = x>+ y*> +z*> — 1. Note que F(1,0,0) = 0 e como
F, = 2z, segue-se que F;(0,0,1) = 2 # 0, portanto, do Teorema da Fung¢do Implicita, a
equacao F(x,y,z) = 0 define implicitamente z = f(x,y), para (x, y) numa vinhanga de
(0,0). Temos F,(0,0,1) = 0e F,(0,0,1) = 0. Disso e de (8.6), concluimos que a equagao
do plano tangente no ponto dado é

z=1.

O

Nas contas acima assumimos que E.(x,, Yo, z,) # 0, se isto ndo acontecer, podemos
verificar se Fy(Xo,Yo,20) 7# 0 ou F;(xo,Y0,20) 7# 0, no primeiro caso o Teorema da
Funcdo Implicita nos dird que F(x,y,z) = 0 nos define implicitamente x = g(y, z)
numa vizinhanga de (y,,2,) e no segundo caso ele nos dird que F(x,y,z) = 0 nos
define implicitamente y = h(x,z) numa vizinhanga de (x,,z,) e podemos proceder
como acima e encontrarmos a equacao do planto tangente a S no ponto (xo,yo,zo),
dada por (8.6).

Exercicio 8.2. Determine as equagoes dos planos tangentes as superficies abaixo, no ponto es-
pecificado.

(a) xyz —4xz> + > =10, P(—1,2,1)
(b) 9x% — 4y? — 2522 = 40, P(4,1, -2).
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8.4 Maximos e minimos para func¢odes de trés varidveis

Para uma fungéo de n varidveis f(xq,...,x,), 0s conceitos de méximo e de minimo
globais, maximo e minimo locais, ponto de sela, etc, sdo definidos de maneira andloga
ao caso de duas varidveis. Além disso, valem resultados similares, em particular, se
uma fungdo f(x1,x2,...,%,) tiver um maximo ou minimo local num dado ponto, no
qual todas as derivadas parciais de primeira ordem existam, entdo elas devem se a-
nular no mesmo. Além disso, temos uma classificagdo dos pontos criticos em funcao
do sinal de determinantes onde as entradas das matrizes envolvidas sdo as derivadas
parciais de segunda ordem de f. Por exemplo, se f for uma fung¢do nas variaveis x, y e
z, definimos as seguintes matrizes

fxx fxy fxz
_ _ fxx fx _
wov e[ R e |f g g

Entdo a conclusdo ¢ a seguinte:

1. se det H1(xo,Yo,20) > 0, det Ha(xo, Yo, 20) > 0 e det H3(xo, Yo, 2,) > 0, existe um
minimo local em (x,, Yo, Z);

2. se det Hy(x,,Yo,20) < 0, det Hy(xo, Yo,20) > 0 e det H3(x,,Yo,20) < 0, existe um
maximo local em (%o, Yo, Zo)-

Exemplo 8.4. Encontre os pontos criticos de
f(x,y,2) = x> +y* + 2% — xy + 3x — 2z,
e os classifique.

Solugdo. Note que fy = 2x —y +3, f, = 2y — x e f; = 2z — 2. Portanto os pontos
criticos serdo solugoes de

2x—y+3 = 0

—x+2y = 0
2z—2 = 0,
cuja solugédo é (—2, —1,1). Por outro lado,
fxx fxy fxz 2 —-10
Hy= | fox fyy f= | =| -1 2 0
fzx fzy fzz 0 0 2

Portanto, det H; = 2, det Hy, = 3 e det H3 = 6. Disso concluimos que (—2, —1,2) é um
minimo local. O
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Exercicio 8.3. Calcular as arestas x, v,z de um paralelepipedo retdngulo de dado volume V, de
maneira que a sua superficie total seja minima.

As nogoes de derivada direcional e de gradiente se estendem para funcdes de mais
de duas varidveis. Em particular, para uma fun¢do w = f(x,y,z), define-se o seu
gradiente de f no ponto (x,y,z) como

Vix,y,z)=fi T+ fy 7+ f k.
Por exemplo, se f(x,y,z) = x?yz, entdo,
Vf(x,y,z) = 2xyzT+ x*z7 + x2y k.

A derivada direcional de uma funcgéo diferenciavel w = f(x,y,z) no ponto (x,y,z),
na dire¢do do vetor unitario # = (11,1, 1) é definida como

Dy (x,y,2) = lim f(x+mt,x+nat,z+nst) — f(x,y,2)
i Yo t—0 t

portanto, do Teorema 8.1, temos

Di(x,y,2) = Vf(x,y,2) - i

Logo, o valor maximo da derivada direcional D;f(x,y,z) é ||Vf(x,y,2)|| e ocorre
quando o vetor unitario 7 tem a mesma direcdo e sentido do vetor gradiente V f(x, y, z).

Exercicio 8.4. Sabendo-se que a temperatura no ponto (x,y,z) é dada por
T(x,y,z) = 100 % 39
onde T é medido em graus centigrados, x, y e z em metros, determine a taxa de variagio da

temperatura no ponto P(2,—1,1) na direcio do vetor (1, —1,1). Qual é a diregdo de maior
crescimento da temperatura em P? Encontre a taxa de crescimento mdxima em P.
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8.5 Maximos e minimos com vinculos: multiplicadores
de Lagrange

E muito comum encontrarmos problemas cujas solu¢des consistem em maximizar-
mos ou minizarmos o valor de uma funcao

z=f(xy),

sujeita a uma restri¢do do tipo
glxy) =0,

onde f e g tém derivadas parciais de primeira ordem continuas. Ou seja, no célculo
de f estamos nos restringindo apenas aos seus valores sobre os pontos (x, y) que estao
sobre uma curva C, dada pela condi¢do g(x,y) = 0, veja Figura 8.1.

Nos casos mais simples, podemos resolver a equagdo g(x,y) = 0 em relagdo a
uma varidvel, por exemplo, y = ¢(x), o que resultard em z = f(x,¢(x)). Neste
caso terfamos um problema de maximos e minimos de uma func¢do de uma variavel,
algo ja estudado. Entretanto, nem sempre é possivel resolver explicitamente a equagdo
¢(x,y) = 0 para uma das variaveis, mesmo que teoricamente o Teorema da Fungdo
Implicita nos garanta que localmente possamos expressar uma das varidveis como
funcdo da outra.

Sixy)

Figura 8.1: O problema de méximo e minimo de f(x, y) sujeito a restrigdo g(x,y) = 0,
que é a curva vermelha na figura.
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O método dos multiplicadores de Lagrange, que descreveremos a seguir, nos forne-
cerd uma estratégia para encontrarmos maximos e minimos de uma fung¢do z = f(x,y)
sujeita a condicdo g(x,y) = 0.

Sob as hipéteses dadas, C admite uma parametrizagdo suave, x = x(f)
para t pertencendo a algum intervalo I. Suponha que no ponto (xo, yo) = (x(
de C a funcdo f tenha um extremo. Entdo a fungdo de uma variavel f(x(t),y(t)) tem
um extremo em f£,, logo,

S0, y(t)) =0,

Por outro lado, da Regra da Cadeia,

%f(x(to),y(to)) = fu(x(to), y(to))x' (to) +fy(x(t0)/y(t0))y/(t0)
= fe(x0,Y0)X (to) + fy(x0,Y0)y' (to)
= Vf(xo,¥0) 7 (to).

Portanto,
Vf(x0,Yo) -7 (to) =0,

0 que mostra que Vf(xo,1o) L 7 (t,). Por outro lado, de acordo com o Teorema 6.5,
Vg(x0,y0) L 7(t), visto que C é uma curva de nivel para g. Como Vf(x,,,) €
Vg(x0,Yo) sdo ortogonais ao mesmo vetor, eles devem ser paralelos, ou seja

Vf(x0,Y0) = AV (%0, Yo)-
Com isso provamos o seguinte teorema:

Teorema 8.3. (Teorema de Lagrange) Sejam f e g funcdes de duas varidveis, tais que as
suas derivadas parciais de primeira ordem sejam continuas numa regido do plano xy, na qual
Vg(x,y) # 0. Se f tem um extremo f(xo,Y,) sujeito ao vinculo g(x,y) = 0, entdo existe um
niimero real A, chamado de multiplicador de lagrange, tal que

V f(xo0,Y0) = AV (X0, Yo)-

Se definirmos
F(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y),

entao,
VF(x,y,A) =0

se, e somente se,
Vf(xy) =AVg(x,y) e g(x,y) =0.

Portanto o Teorema 8.3 nos diz que os pontos de médximos e minimos relativos de
f(x,y) sujeito a restricdo g(x,y) = 0 podem ser encontrados a partir de um problema
de maximos e minimos sem vinculos. Ou seja,
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1. Encontramos os pontos (x1,Y1,A1), .., (Xn, Yn, An) que sdo solugdes de
VF(x,y,A) = G;

2. Os pontos onde ocorrem os extremos relativos de f estdo entre (x1,y1), ..., (Xn, Yn);

3. Se f tiver um maximo, sujeito ao vinculo g(x,y) = 0, ele é dado por

max{ f(x1, 1), - f (u, v}

De maneira anéloga, se f tiver um minimo, sujeito ao vinculo g(x,y) =0,ele é

dado por
mind £ (x1,11), - f(a, Y}

Exemplo 8.5. Maximize f(x,y) = x + v, sujeito a restrigdo x> + y> = 1.

Solugdo. Primeiramente, como f é uma fung¢do continua e estamos restringindo f a
pontos do circulo x> + y?> = 1 que é um conjunto fechado e limitado do plano, ne-
cessariamente, os valores maximo e minimo de f sdo atingidos em algum ponto do
circulo. No método de Lagrange teremos g(x,y) = x> + y? — 1. Logo,

F(x,y,A) = x+y— A(x* + > = 1),

portanto,
VE = (1-2Ax,1 -2y, —x®> —y>+1) =0,
se, e somente se, tivermos
2Ax = 1
2\ y =
x? + yz =
Note que da primeira ou da segunda equagdes devemos ter A # 0; caso contrério,

serfamos levado a equacdo 0 = 1. Como A # 0, da primeira e da segunda equagdes
concluimos que x = % = y, portanto, x = y. Fazendo-se x = y na terceira equagdo,

temos 2x2 =1, portanto, x = :i:\/TE. Logo, temos os seguintes valores para (x, y):

(£4)(29)

Calculando f nestes pontos, temos f (@,\/TE) =V2ef (—\/TE, —@) = —/2. Por-
tanto, o maior de f é v/2 e 0 menor valor de fé —V/2. O

A seguir discutiremos um pouco sobre a geometria por trds do método de Lagrange.
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Suponha que tenhamos desenhado no plano xy as curvas de niveis de f(x,y) e
a curva C que representa ¢(x,y) = 0. Se num dado ponto (xo,¥,), f(x,y) com o
vinculo g(x,y) = 0 tiver um maximo local ou de minimo local, entdo C deve tangen-
ciar a curva de nivel f(x,y) = f(x,,Y,). De fato, sabemos que neste ponto Vg(x,,y,)
e Vf(x,,Y,) devem ser perpendiculares, mas Vg(x,,Y,) deve ser perpendicular a C,
pois esta é uma das suas curvas de niveis. Portanto, C deve ser tangente a curva de
nivel f(x,y) = f(x,,Y,). Com isto temos um método geométrico para encontrarmos
0 maximo e o minimo local de f(x,y) com o vinculo g(x,y) = 0 baseado no método
de Lagrange: eles serdo os pontos (x,,1,) nos os quais a curva g(x,y) = 0 tangencia

f(x,y) = f(x0,Yo)-

Exercicio 8.5. Determinar o mdximo e o minimo da fungio f(x,y) = cos? x + cos®y, onde
as varidveis x e y estdo sujeitas a restriio y — x = 1t/4.

Exercicio 8.6. Determinar o mdximo e o minimo da fungio z = 2x + y sobre o circulo
x> +y* =5.

Interprete geometricamente o problema.

Exercicio 8.7. Encontre o mdximo de f(x,y) = x%y, sujeito a restrigio x> + y* = 3.

Exercicio 8.8. Determinar o ponto da elipse x> + 4y* = 36 situado no primeiro quadrante,
no qual a tangente a curva forma com os eixos coordenados o tridngulo de menor drea possivel.
Calcular a drea deste tridngulo.

Exercicio 8.9. Ache os valores mdximo e minimo de f(x,y) = xy, sabendo-se que (x,vy) estd
restrito a elipse 4x* + y* = 4.

O Teorema de Lagrange pode ser estendido para o caso de fun¢des de mais de duas
variaveis e quando temos mais de um vinculo. A idéia é que para cada vinculo intro-
duzamos um multiplicador de lagrange diferente. Dois exemplos de tais generalizagdes
sdo dados a seguir.

1. Se a fungdo a ser otimizada for a fungdo f(x,y,z) e tivermos apenas um vinculo

g(x,y,2z) =0,

o que corresponde a nos restringirmos aos pontos (x,y,z) de uma superficie no
espago, entdo, devemos considerar a fungdo

F(x,y,2,A) = f(x,y,2) — Ag(x,y,2)
e encontrarmos as solugdes (x;, y;, z;, A;), de
VF(x,y,z,A) = 0.

Os extremos de f com o vinculo g(x,y,z) = 0 estardo entre os pontos (x;,y;, z;).
Mais precisamente, se f restrita a g(x,y,z) = 0 tiver um méximo ele serd dado
por max;{ f(x;, yi,z;)} e de maneira anédloga, se f restrita a g(x,y,z) = 0 tiver um
minimo ele serd dado por min;{ f(x;,y;,z;) }.



Leitura Complementar 101

2. Se a funcdo a ser otimizada for a fun¢do f(x,y, z) e tivermos dois vinculos

g(x,y,z) =0eh(x,y,z) =0,
0 que corresponde restringirmos aos pontos (x,y,z) de uma curva no espago,
entdo, devemos considerar a fungao
Foy,z A u) = f(xy,2) = Ag(x,y,2) — ph(x,y, 2)
e encontrarmos as solugdes (x;, y;, z;, Aj, i), de
VF(x,y,z,A) = 0.
Os extremos de f coms os vinculos g(x,y,z) = 0 h(x,y,z) = 0 estardo entre os
pontos (x;,y;,z;). Mais precisamente, se f sujeita as restricdes g(x,y,z) = 0 e
h(x,y,z) = 0 tiver um maximo ele serd dado por max;{ f(x;, y;,z;)} € de maneira
andloga, se f sujeita as restri¢des g(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0 tiver um minimo
ele serd dado por min;{ f(x;,v;, zi) }.
Exemplo 8.6. Encontre o volume da maior caixa retangular de lados paralelos aos planos co-
ordenados, que possa ser inscrita no elipséide 16x* + 4y* + 92> = 144.

Soluc¢do. Por simetria o volume da caixa serd 8 vezes o volume da sua restricdo ao
primeiro octante, ou seja,
V(x,yz) = 8xyz,

onde x,y,z > 0. Neste caso, (x,y, z) sdo pontos do elipséide 16x% +4y> +922 — 144 =0
que é o vinculo. Ou seja, g(x,y,z) = 16x% + 4y? + 92> — 144. Portanto,

F(x,y,2,A) = xyz — A(16x% + 4% 4 922 — 144).

Logo, VF(x,,z,A) = 0 é equivalente a

8yz = 32Ax
8xz = 8Ay
8xy = 18Az

144 = 16x% + 4> + 922

Como f é continua e o elipséide restrito ao primeiro quadrante é uma regido limitada
e fechada, entdo sobre o mesmo f(x,y,z) assume o seus valores maximo e minimo.
E claro que existem pontos sobre o elipséide para os quais todas as coordenadas sido
diferentes de zero, portanto, o valor maximo de V ndo pode ser zero. Se alguma das
coordenadas de (x, y, z) for zero, entdo, o volume correspondente seria zero, portanto,
V(x,y,2z) ndo poderia ser méximo. Assim, no que se segue vamos supor que X, j € z
nao sejam nulos. Portanto, temos

yz xz  4xy

4x y 9z
144 = 16x* +4y* +92%.

A =
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Logo, temos as seguintes relagdes y> = 4x? e 4y> = 9z% e 16x% + 4y? + 922 = 144.
Eliminando-se y e z, temos 48x% = 144, ou seja, x = V3, portanto, y = 2V3ez = %5.
Logo, o volume maximo é 8xyz = 644/3. O

Exemplo 8.7. Encontre o ponto do plano 2x + 3y + 4z = 12 no qual f(x,y,z) = 4x*> +y> +
522 assume o seu valor minimo.

Solucdo. Note que os valores de x, y e z podem ficar arbitriamente grandes sobre o
plano, o mesmo acontecera com f(x,y,z), ou seja, f ndo tem valor méximo sobre o
plano.

Temos que encontrar as solugdes de VF(x,y,z,A) = 0, onde

F(x,y,2,A) = 4x% + y? 4 52% — A(2x + 3y + 4z — 12).

Ou seja,
8x = 2A
2y = 3A
10z = 4A

12 = 2x+3y+4z,

o que é equivalentea A = 4x = %y = %z e2x+3y+4z = 12. Ouainda, y = 6x,z = 10x
e 2x + 3y + 4z = 12. Portanto, eliminando-se y e z, temos x = 151, o que implica que
Y= 11 ey = 17. Como f ndo tem maximo sobre o plano, entdo o seu ponto critico deve
ser de m1n1mo O

Exercicio 8.10. Seja C a curva no primeiro octante resultante da intersecio do paraboldide
2z = 16 — x> — y? e do plano x +y = 4. Ache os pontos de C que estdo mais préximos e mais
distantes da origem.

Sugestdo: A fungio a ser otimizada é f(x,y,z) = x* + y* + z* e 0s vinculos sdo ¢(x,y,z) =
2z—16+ x> +y?)eh(x,y,z) =x+y—4=0.

Exercicio 8.11. Nos exercicios abaixo, utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para
achar os extremos de f sujeito aos vinculos dados.

(a)f(x,y):x —y?ex? +y —1—0

(b) f(x,y) = y 4xy+4x ex?+y>—1=0
(c) flx,y) = xyex 2+2y° =6

(d) f(x,y) = x> +y*eg(x, y)—x +y =1
(e)f(x,y):y—cosx+2x x> 4+2y2 =1
(f)f(x,y,z):x +y +z ex—y+z—1
(g) f(x,y,z) = x* 222 ex® +y> + 22 =1
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(h) f(x,y,z) =z—x*>—y*, x+y+z=lex’? +y> =4
(i) f(x,y,2z) =xy+yz, > +y> =2eyz =2

() f(x,y,2) =x+2y,x+y+z=1ley’ +22 =4

(k) f(x,y,z) =x+2y+3z,x—y+z=lex’+y*=1

Exercicio 8.12. Determine os valores de extremos de f(x,y) = 2x> + 3y*> — 4x — 5 na regido
descrita pela desiqualdade x> + y* < 16.

Exercicio 8.13. Determine os volumes mdximo e minimo de uma caixa retangular cuja su-
perficie tem 1500cm? e cuja soma dos comprimentos das arestas é 200 cm.
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