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SEQUENCIAS

1. INTRODUGCAO

A palavra sequéncia é usada em linguagem corrente para significar uma sucessdo de coisas dispostas
numa ordem definida. Neste curso, estamos interessados em sequéncias de niimeros como:

2,4,6,8 10,12 oucomo 0, 1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,

Cada numero na sequéncia é chamado termo. A sequéncia que tem um numero finito de termos, tal como
a primeira, é chamada de sequéncia finita. A segunda sequéncia envolve um infinito nimero de termos e,
portanto, é uma sequéncia infinita.

E claro que nio podemos listar todos os termos de uma sequéncia infinita, por isso, nés lancamos mao da
convengdo de escrever uns poucos primeiros termos e entdo colocamos os trés pontos para significar “e
assim por diante”.

Nesse curso nosso interesse é com sequéncias infinitas somente.

a;, a,, s, Ay, ..., A,, ...

2. SEQUENCIAS

Sequéncia infinita ou, mais simplesmente, sequéncia, € uma fun¢ao definida para todos os nimeros
*
inteiro positivos n, pontanto, de dominio Z "

Embora matematicamente uma sequéncia é definida como uma funcao, é comum representa-la pela
notacdo indexada...

1, 2, 3, 4 ., n .
AN
a, a; az Qa, a, ..
... em vez da notagdo padrao f(n).

* Osnumeros a4, a,, as, ay, ..., @,, sio denominados termos da sequéncia;

* a, € oenésimo termo ou termo geral e n é o indice, mas, pode ser outra letra, por exemplo k (a;);

» Anotacio da sequéncia toda é feita por {a,} ou (a,) ou ainda a, = "regra ou férmula“;

* Os pontos (...) significam “e assim por diante” usados para indicar que a sequéncia continua
indefinidamente.

» Sequéncias diferentes podem ser distinguidas por letras diferentes: {a,,}, {b,}, {c,}, etc
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Exemplos de sequéncias:

a1, 23 4,..

b)2, 4, 6,8, .. .
1,35 7, ..
1 1 1

iy .
e)1, —1,1, —1,

1 111
N2 7816

1 2 3
D337 "%

E importante perceber que os niimeros numa sequéncia
aparecem dentro de uma ordem definida e também
repeti¢cdes desses numeros sdo permitidas.

As vezes uma listagem de uns poucos termos de uma
sequéncia indica sem deixar qualquer duvida a regra ou
formula que determina o termo geral.

3. TERMO GERAL DE UMA SEQUENCIA

Algumas vezes os termos de uma sequéncia sdo gerados por alguma regra que nao é explicitada.

Nestes casos, vocé pode precisar encontra essa regra ou padrdo na sequéncia, embora muitas vezes pode
tornar-se dificil, se nao impossivel, determinar a regra geral desejada através de um exame do exemplo
numérico formado por alguns termos.

Portanto é melhor explicitar uma regra ou férmula que relacione cada termo da sequéncia ao ndmero de
sua posicdo, para gerar os termos. Algumas sequéncias sdo definidas recursivamente. Para tanto é
preciso conhecer um ou mais dos primeiros termos. Todos os outros termos da sequéncia serdo entao
definidos usando os termos anteriores.

Em outras palavras é melhor ter uma regra ou formula (termo geral) de uma sequéncia para gerar seus

termos do qué o contrario.

Uma vez que o termo geral tenha sido especificado, podemos investigar a convergéncia ou divergéncia da
sequéncia, como veremos mais adiante.

1,23 4. = {n};:"f .

b)2, 4,6, 8, ..= {Zn}:;oj .

01,35, 7, .= {2n— 1}::"_"

1 11

1

oua, =n

oub, =2n

ouc,=2n-—1

1
D1, =, =, ,...:>H+°° oud, =~

nn=1

Quando for usada a notagdo entre chaves, ndo é essencial o indice em 1, com referéncia a n. As vezes é
mais conveniente comegar em zero, ou algum outro nimero inteiro.

1L =11, =1, .= {07 ou{(-1"

+ 00
n=20
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Quando o valor inicial do indice de uma sequéncia ndo for relevante, é comum usar uma nota¢do sem
fazer referéncia a n: {a,}

f) 1; - 1, 1, - 1, — {(_1)7’1—1} ou fn — (_1)11—1

1111 {1} 1
= S, e =—
93 7816’ onf OUPn =g
1 23 4 n n
h TSI TS Ty TTy e T -1 n-1 t,=(—1 n-1_____
)37 7 7§ {( ) n+1}°"" D™

Quando o termo geral de uma sequéncia a4, a,, as, ay, ..., ay, ... for conhecido, ndo ha necessidade de
escrever os termos iniciais.

Exemplo:

.
3n+1) 4’7°10°13"""3n+1""

EXERCICIOS

1. Liste os termos da sequéncia:

a) 3+ (="} b) ay =6 —

3. { 2n }
2 9 GBnoz

2. Escreva os primeiros termos de cada uma das sequéncias definidas recursivamente.

1 a,

a)a; =3eapyy = ap — 2 C)a1=§€an+1=7
n+1 n

b)a; =4ean,; = n An d)a; =2eany, = (ay)

3. Escreva o termo geral de cada uma das sequéncias:

a)3,6,9 12, ..; b) 10, 102, 103, 10%, ..; 0)

N =
w| N
ull &

Insistimos em lembrar que

Uma sequéncia é uma funcdo cujo dominio é o conjunto dos numeros inteiros. Especificamente,
consideremos a expressao...

{a,} ou a, = 'regra ou formula’
..como sendo uma notac¢ao alternativa para a func¢ao

fm)=a, n=1,2 3, .
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4, GRAFICO DE UMA SEQUENCIA

Uma vez que sequéncias sdo fungoes, faz sentido falar sobre o grafico delas. Por exemplo, o grafico da
sequéncia...

o=
f oun =

E o grafico da fungio f(n) =y = %, n=1, 2 3, ..
1 1 1111
Yn {E}’"zl’z’3"":{5}:1’5’5’1’3 Ya y:%,le
1 L IT
o
o o .
3 3§  in S S S R

5. LIMITES DE UMA SEQUENCIA

Uma vez que a, sé estd definida para valores inteiros de n, s6 faz sentido calcular o limite de uma
sequéncia a,, se esta tende ao infinito:

lim a,
N n—+oo
OBSERVACAOQO: muitos livros trazem +o0 = oo

lim a,

n—oo

Informalmente, o limite de uma sequéncia {a,} pretende descrever a, se comporta quando n — o Para
sermos mais especifico, diremos que uma sequéncia {a,} tende a um limite L se os termos da sequéncia
tornam-se, finalmente, arbitrariamente préximos de L. Geometricamente, isso significa que para
qualquer nimero ¢ positivo ha um ponto na sequéncia ap6s o qual todos os termos estdo entre as retas
y=L—eey=L+e¢e.Vejamos:

L—-—¢ L + €
| —— ot ooel—e—)
0 a,d; a aN\ a, ' /
al’l

L+e
A (ma,)-*-5-———
.
[ ] L_F.
. ] .(N.aN)
]
L]
[ 1 | L1 1
0o 1 2 3 N H "
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Converges to 1

a a, a,
+] - >
0 1
-1
a, == -
n—1
lim ——=1
n—-+oo n
a, Diverges
! (.2) (5.3
l \ JJ \.J]
aga, a, a, a dg (1,0) b
—ee—e + | S T TS B P
-1 0 1 0 1 (2 3 4 5 6
1
_(_n+ifn—=1 o —— {._’3\ [ ® o
a,=(-1) (—n) 1 VA ey L_g)

s i (0 (1)

d Converges to 3
3— e o o o o o o o o o
a, —
————t—t—
0O 1 2 3 4 5 N I S I Y N Y N e
a, =3 0] 1 2345678910
lim 3=3
n—+oo

Dizemos que uma sequéncia {a, } converge para o limite L se dado qualquer & > 0, existir um ntimero
inteiro positivo N, tal que |a,, — L| < ¢, qualquer que sejan = N e escrevemos:

lima,=L ou a,— Lquandon - 4+
n—-+oo

Dizemos que uma sequéncia diverge quando ndo convergir para algum limite finito (nimero real).

Intuitivamente, L € R é o limite de uma sequéncia, quando os termos da mesma aproximam-se cada vez
mais de L, quando n — +oo.
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LSOV O\ Y2

4. Em cada caso, determine se a sequéncia converge ou diverge. Se convergir, encontre seu limite:

a) {n +1}; b) {(-1)™*}; c) {an:- 1}: d) {1 t (— %)n}
e) {6 — %}. D, {(—1)"+1 m}, g) {8 — 2n}; h) {%}

5. Determine o limite de cada sequéncia dada, desde que ela seja convergente:

2 n _ 6 n
et O o) o ol

o ol o) OBy ol

Inn
6. Mostre que a sequéncia {—} converge e encontre seu limite
n

SUGESTAO: Faga os exercicios do Livro Calculo - Vol. 2, 8.ed. de George B. Thomas. Pag. 10 e 11

6. SEQUENCIAS DEFINIDAS RECURSIVAMENTE

Se uma sequéncia tem a férmula para o termo geral definida a partir de termos antecedentes dizemos
que sdo definidas recursivamente e as formulas que a definem sao chamadas férmulas de recursao ou
(formula recursiva). Neste caso:

1) E dado o valor do termo inicial
2) E dada aregra para calcular qualquer termo posterior a partir de termos que o precedem.
1 1 a
Ay =28, =3(@) " -1 e x3=1; xp41 = _<xn +_)
2 Xn
Exemplos:

Encontre os cinco primeiros termos das sequéncias e classifique-as em crescente ou decresc.

aya, =1, a,=a, 1+, b)a;=1,a,=n-a,_;c)ay=lLa,=1leay,,; =a, +a,_4

Ha muitas situagées nas quais é importante saber se uma sequéncia converge, sendo, todavia,
irrelevante para o problema o valor do limite. Nesta se¢cdo, vamos estudar vdrias técnicas que
podem ser usadas para determinar se uma sequéncia converge.

TEOREMA : Uma sequéncia converge para um limite L se, e somente se, as subsequéncias dos termos
de posicdo par e dos termos de posicdo impar convergem ambas para L.
111 1 1 1 1 1 1

Exemplos classicos: a>§’§’?’§’?’§'" b)1,§, 1,§, 1,2,
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7. SUBSEQUENCIAS

Se os termos de uma sequéncia aparecem em outra sequéncia na ordem dada delas, chamamos a
primeira de subsequéncia da segunda.

Exemplos: Subsequéncias da sequéncia dos inteiros positivos

a) Subsequéncia dos inteiros pares: 2, 4, 6, ..., 2n

b) Subsequéncia dos inteiros impares: 1, 3,5, 7, .., 2n - 1

c) Subsequéncia dos inteiros primos: 2, 3,5, 7,11, 13, ...

d) Subsequéncia dos quadrados perfeitos: 1, 4, 9, 16, 25, .., n?

Importancia das subsequéncias:

1. Se uma sequéncia converge para L, entdo todas as suas subsequéncias convergem para L. Se
soubermos que uma sequéncia converge, podera ser mais rapido encontrar ou estimar seu limite
examinando uma determinada subsequéncia.

2. Se qualquer subsequéncia de uma sequéncia divergem ou se duas subsequéncias tém limites
diferentes, entdo diverge.

Por exemplo: (—1)™ diverge por que a subsequéncia —1,—1,—1 ... de termos impares converge
para —1, enquanto a subsequéncia 1, 1, 1, ... de termos pares converge para 1. Seus limites sdo
diferentes.

8. SEQUENCIAS MONOTONICAS OU MONOTONAS

DEFINICAO: Dizemos que uma sequéncia {a,,}, é:
* Crescente, se a, < apy1;

» Estritamente crescente, se a,, < @, 41;

* Decrescente, se a, = ap.q, Y ;

* Estritamente decrescente, se a, > a,41

Se uma sequéncia é crescente ou decrescente, ela é chamada MONOTONA. Se é estritamente crescente
ou estritamente decrescente é ESTRITAMENTE MONOTONA.

Exemplos:
n

w| N

, ... Estritamente Crescente

-
+

1

= N =

, ... Estritamente Decrescente

S|k 3

-

=t
_ N -
N W] =

, 2,3, 3,... Crescente, mas, ndo estritamente

)

1
3 Decrescente mas, ndo estritamente

Wl =

=
=

N| =
N =

1
, ., (=)™ — . Nem crescente e nem decrescente
n

l—\

[
N =
W =
e
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9. TESTE DE MONOTONICIDADE

Para saber se uma sequéncia é mondtona ou estritamente mondtona, devemos mostrar que as condigdes
abaixo valem para todos pares de termos sucessivos da sequéncia.

Vejamos duas maneiras de fazer isso:

Diferenca entre termos sucessivos: Razdo de termos sucessivos:

* ap4+; — a, > 0 - Estritamente crescente * ap41/a, > 1 - Estritamente crescente

*  Qp41 — Ay < 0 - Estritamente decrescente  «  a,.,/a, < 1 - Estritamente decrescente
* Qp41 — ay = 0 - Crescente * ap+i/a, =1 - Crescente

* au41 — Ay < 0 - Decrescente * aps1/a, <1 - Decrescente

OBSERVACAO: Dado o termo geral da sequéncia a,,, para acha a,,,,, basta substituir em a,,, n por n + 1.
Exemplos:
Faga ambos os testes de monotonicidade nas sequéncias:

123 n 123 n

1
D33 nri D3y T rmel n

n

11 1
c) 15

9.1. Sequéncias com propriedades a partir de um certo termo

DEFINICAO: Se no comeco de uma sequéncia, puder ser descartada uma quantidade finita de termos e
com isso for produzida uma nova sequéncia com uma certa propriedade, dizemos que a sequéncia
original tem essa propriedade a partir de um certo termo.

Exemplo:

1. Embora nido podemos afirmar que a sequéncia (9, —8,—17,12,1,2,3,4, ... ) seja estritamente crescente,
podemos afirmar que ela é estritamente crescente a partir do 52 termo.

9.2. Convergéncia de sequéncias monétonas

A convergéncia ou a divergéncia de uma sequéncia ndo depende do comportamento de seus termos
iniciais, mas sim, de como os termos se comportam a partir de um certo termo.

111
3,—9,—13, 17,1,5, 37 a partir de um certo termo comporta — se como sequéncia

we,—, ...€1l0ogo tem um limite igual a zero.
n

e

11
1,§,§,
Uma sequéncia mondtona ou converge ou torna-se infinita, ndo podendo ocorrer divergéncia por

oscilacao.

TEOREMA : Se uma sequéncia {a,} for crescente, a partir de um certo termo, entdo ha duas
possibilidades:
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a) Existe uma constante M, chamada de cota superior (ou limitante superior) para a sequéncia, tal que
2 < M, Yn a partir de um certo termo e, nesse caso, a sequéncia converge para um limite L
satisfazendo L < M.
b) Nao existe cota inferior e, nesse caso, lim,,_,; o, a, = +

TEOREMA : Se uma sequéncia {a,} for decrescente, a partir de um certo termo, entdo ha duas

possibilidades:

a) Existe uma constante m, chamada de cota inferior (ou limitante inferior) para a sequéncia, tal que
a, = m, Vn a partir de um certo termo e, nesse caso, a sequéncia converge para um limite L

satisfazendo L > m.
b) Nao existe cota inferior e, nesse caso, lim,,_, ;o a, = —©

+o00
10™

Exemplos: Mostrar que a sequéncia {—'} converge e encontre o limite.

’ n: Jn=1

10. TEOREMA DA FUNCAO CONTiNUA PARA SEQUENCIAS
Seja {a, } uma sequéncia de nimeros reais.
Sea,, — L e se f(x) for uma fun¢do continua em L e definida Va,, entdo f (a,) — f(L)

Essa regra associa valores de uma func¢do (geralmente derivavel) a valores de uma dada sequéncia e é
utilizada para encontra o limite de algumas sequéncias.

TEOREMA : suponha que f(x) seja uma fungio definida para todo x = n, e que {a, } seja uma
sequéncia de numeros reais tal que a,, = f(n) paran > n,. Entao:

lim f(x) =L= lim a, = L.
X—+00

X—+00

Quando usamos a Regra de I’'Hopital para encontrar o limite de uma sequéncia, frequentemente tratamos
n como uma variavel real continua e diretamente derivavel em relacdo a n. Isso evita que reescrevamos a
férmula para a,,.

11. SEQUENCIA LIMITADA

DEFINICAO 1:Diz - se que uma sequéncia é limitada inferiormente se existe um numero m,
denominado cota inferior (ou limitante inferior) de uma sequéncia {a,}, se m é menor ou igual a
qualquer termo da sequéncia (m < a,), Vn € Z}

DEFINICAO 2: Diz - se que uma sequéncia é limitada superiormente se existe um numero M,
denominado cota superior (ou limitante superior) de uma sequéncia {a,}, se M é maior ou igual a
qualquer termo da sequéncia (a,, < M), Vn € Z},

DEFINICAO 3: Diz - se que uma sequéncia é limitada se é tanto limitada inferior quanto superiormente.

Calculo 3 - ANO: 2014 - FTSC / Professor Samuel O. de Jesus Pagina 9



Faculdade de Tecnologia SENAI - CIMATEC S—
CST em Sistema Automotivo =4

OBSERVACAO: Se uma sequéncia converge, ela é limitada, entretanto, uma sequéncia limitada nao
converge necessariamente.
TEOREMA : Toda sequéncia Monotonica limitada inferiormente ou superiormente é convergente.

Exemplos:

Determinar se cada sequéncia dada é limitada inferiormente ou superiormente, se converge ou diverge,
se é crescente ou decrescente ou ndo monotona:

2
a) {n Z 1} b) {(_1)11 3ni 1}

7
EXERCICIOS
Determinar se cada sequéncia dada é limitada inferiormente ou superiormente, se converge ou diverge,
se é crescente ou decrescente ou nio mondtona:

a)1,2,3,..,n b) {(—1)™n} c) {gz : ;} d) {1 in3n} €) {(,_l 2?} » {n_"}

[@oEe)

BIBLIOGRAFIAS CONSULTADAS

HOFFMANN, Laurence D; BRADLEY, Gerald L. Calculo: um curso moderno e suas aplica¢des: topicos
avancados. 10. ed. - Rio de Janeiro: LTC, 2010. Pag. 63 a 103.

HOWARD, Anton; BIVENS, Irl; DAVIS, Stephen. Calculo. Vol. 2. 8 ed. - Porto Alegre: Bookman, 2007.

LARSON, Ron; HOSTETLER, Robert P.; EDWARDS, Bruce H. Calculo. Vol. 2, 1. ed. - Sdo Paulo: McGraw -
Hill, 2006.

LEITHOLD, L.; PATARRA, C. C.; FERREIRA, W. C.; PREGNOLATTO, S. O Calculo com Geometria
Analitica. Vol. 2. 3. Ed. Sao Paulo: Harbra, 1994.

MUNEM & FOULIS. Calculo. Vol.2 - pag. 621 a 631

SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Vol. 2. Sdo Paulo: Pearson Makron Books, 1988.
Pag. 6 - 66.

STEWART, James. Calculo. Vol. 1. 3 ed. - Sdo Paulo: Thomson Pioneira, 2002.

Calculo 3 - ANO: 2014 - FTSC / Professor Samuel O. de Jesus Pagina 10



Faculdade de Tecnologia SENAI - CIMATEC FIEBIET]
CST em Sistema Automotivo

g

2
g 3
H
3 H
g
H

THOMAS, George B. Calculo. Vol.2 - pag. 26 a 35.
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